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Uldine lineaarne mudel

ULDINE LINEAARNE MUDEL

Eelmises materjalides kirjeldatud  selektsiooniindeksite  rakendamine suurtes reaalsetes

populatsioonides on sageli parsitud mitmel pdhjusel.

= Esiteks on keerulisemate pdlvnemisskeemide puhul tilikas ja vagagi todmahukas kdikvoimalikke
sugulussidemeid arvestavate indeksite vélja tootamine.

= Teiseks eeldab selektsiooniindeksite teooria kdigi mitte aditiivgeneetiliste faktorite mdjude tapset
teadmist ja md6tmistulemuste nende suhtes korrigeerimist, mida on aga suuremamahuliste,
mitmeid aastaid ja loomakasvatusettevotteid hdlmavate uuringute korral pea v@imatu teostada.
Seetdttu vOivad selektsiooniindeksite abil saadud aretusvéartuste hinnangud kiill rahuldada parima
lineaarse prognoosi (BLP) tingimusi, aga olla kokkuvdttes ikkagi positiivselt kallutatud paremais
ettevotteis vOi aastatel mdodetud loomade suhtes (tulemuseks on nihkega hinnangud).

= Kolmandaks ei saa siiski alati lugeda selektsiooniindeksites kasutatavaid populatsiooni iseloomus-
tavaid geneetilisi parameetreid (péaritavuskoefitsient, korduvus, geneetilised korrelatsioonikordajad
jne) teadaolevaiks, nende vaartuste hindamiseks selektsiooniindeksid aga enamasti ei sobi.

Kdigi kolme probleemi lahendus on kasutada Uldisi lineaarseid segamudeleid (inglise keeles general
linear mixed models, GLMM). Nende mudelite olemuses on nii tundmatute keskkonnamdjude kui ka
aretusvaartuste samaaegne Uksteise mdju arvesse vottev hindamine, mist6ttu on tulemuseks nihketa
hinnangud — nii keskkonnamd@jude parimad lineaarsed nihketa hinnangud (best linear unbiased
estimate, BLUE) kui ka aretusvadrtuste parimad lineaarsed nihketa prognoosid (best linear
unbiased predictor, BLUP). Samuti v@imaldavad need mudelid sobivalt valitud kovariatsiooni-
struktuuri abil arvesse votta kdikvdimalikke sugulussidemeid ning hinnata poliigeensete tunnuste
geneetilist determineeritust ja omavahelist seotust populatsioonis iseloomustavaid parameetrid.

Mitmetel populatsioonigeneetikas ja aretusteoorias kasutatavatel Gldiste lineaarsete segamudelite
erijuhtudel peatutakse pikemalt jargmistes materjalides. Kéesolev materjal esitab dldiste lineaarsete
mudelite ja Uldiste lineaarsete segamudelite korrektseks rakendamiseks ja tulemuste télgendamiseks
vajalikud pohiteadmised.

1 POHIMOISTED

Uldise lineaarse mudeli rakendamiseks jagatakse registreeritud tunnused kahte ossa — uuritavateks e
sbltuvateks tunnusteks (need, mille kditumine huvi pakub) ja argument- e sdltumatuteks tunnusteks e
faktoriteks (need, mille m&ju uuritavatele tunnustele soovitakse selgitada).

Definitsiooni kohaselt on Uldine lineaarne mudel (general linear model, GLM) uurija poolt eeldatav
faktorite ja uuritavate tunnuste vahekorra tldskeem (mudel), mille detailid tuleb hinnata algandmetest
(valimist).

Uldise lineaarse mudeli alusel tehtud jareldused on diged kui

a) uuritav mudel vastab tegelikkusele — on Gigesti paika pandud faktorite olemus ja vahekord:;
b) kehtivad vajalikud matemaatilised eeldused (normaaljaotus, vaatluste sdltumatus jm).

Tanu oma lihtsusele ja tBsiasjale, et faktorite mdjude lineaarne kombinatsioon vastab ligilahedaselt
tegelikkusele paljudes reaalsetes analtilisides ning sobib lahendama lineaarsest méarksa keerulisemaid
funktsioone, on uldine lineaarne mudel tdnapdeva eluteadustes enim rakendatav matemaatilise
statistika meetod.

Iga uldise lineaarse mudeli plstitamine eeldab kolme asja:

a) mudeli esitust faktorite mgjude summana,

b) uuritava tunnuse ning faktorite keskvaartuste ja dispersioonimaatriksite struktuuri fikseerimist
vastavalt andmestiku Ulesehitusele ja faktorite olemusele, ning

c) tendosusjaotuslike eelduste tegemist mudeli litkmete kohta v8imaldamaks mééarata hinnangute
tapsust ja kontrollida hlipoteese.
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2 ULDISTE LINEAARSETE MUDELITE JA FAKTORITE LIIGITUS
2.1 Diskreetsed ja pidevad faktorid

Faktortunnuse erinevaid vaartusi nimetatakse tasemeteks e nivoodeks (inglise keeles levels). Iga fak-
tor jaguneb vastavalt oma tasemete iseloomule diskreetseks v6i pidevaks, arvuliseks (kvantitatiivne)
vOi Kklassifitseerivaks (kvalitatiivne).

Naiteks on lehma stnniaasta, laktatsioon jne diskreetsed arvulised faktorid; farm
tasemetega (vaartustega) 'Vorbuse', 'Ulenurme’ jne on diskreetne klassifitseeriv faktor;
laktatsiooni pikkus, piimatoodang, pekipaksus jne (md6detud tunnused) on aga pidevad
faktorid.

Uldine lineaarne mudel on dispersioonanaliiiisi, regressioonanaltiiisi voi kovariatsioonanalilisi
mudel vastavalt sellele, kas faktorid on diskreetsed, pidevad v&i esineb m&lemaid.

2.2 Faktorite vahekord mudelis

Faktorid on lihtsad ja tuletatud. Lihtsate faktorite vaartused on vahetult mdddetud vOi registreeritud,
tuletatud faktorid moodustatakse lihtsatest. Tlupilised tuletatud faktorid on interaktsioonid e.
koosmdjud ning arvuliste faktorite korrutised.

Néiteks on farm, isa ja laktatsiooni pikkus lihtsad faktorid; farm*isa (koosmdju) ja
laktatsioon*laktatsioon (arvulise faktori kdrgem jérk) aga tuletatud faktorid.

Praktikas on faktorite vahel sageli ka alluvusseosed. Faktor A allub faktorile B — tahistatakse enamasti
A(B) —, kui A iga nivoo (tase) esineb koos vaid ihe B nivooga (joonis 1).
Néiteks vOime me tavaliselt lugeda farmi allutatuks maakonnale; kui iga ema on ristatud
kindla isaga, on ema allutatud isale.
Faktorid A ja B on ristseoses, kui A iga nivoo kombineerub (saab pdhimétteliselt kombineeruda) B
koigi nivoodega (joonis 2).
Naéiteks kui viiel aastal on uuritud pullide tiitarde joudlusandmeid ja igal pullil on igal
aastal thtreid, on pull ja aasta ristseoses; kui aga igal aastal on valitud uued pullid, allub

pull aastale.
B B
A A
Joonis 1. Alluvusseoses faktorid Joonis 2. Ristseoses faktorid

2.3 Juhuslikud ja fikseeritud faktorid

Soltuvalt uurija eesmérkidest ja anallilsitavatest andmetest omistatakse igale faktorile kindel tudip —
juhuslik voi fikseeritud.
Fikseeritud faktoril on:

a) vahe nivoosid,
b) iga nivoo pakub iseseisvat huvi ja on valitud mittejuhuslikult,
¢) andmetes on v8i saavad pdhimdtteliselt olla esindatud kdik nivood.

Seetdttu kasitletakse fikseeritud faktorite tasemetele vastavaid efekte kui konstante.
Juhuslikul faktoril on

a) potentsiaalselt vaga palju (I6pmatu hulk) nivoosid,

b) andmetes on neist esindatud juhuslik valim,

¢) huvi pakub koigi (ka andmetes esindamata) nivoode keskmine mdju e see, kui suur o0sa uuritava
tunnuse koguvarieeruvusest on kirjeldatud antud faktori poolt.

Juhuslike faktorite tasemetele vastavaid efekte kasitletakse kui mingi teoreetilise jaotusega juhuslike
suuruste realiseerunud vaartusi, kus selle teoreetilise jaotuse ndol mdistetakse tldjuhul normaaljaotust.
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Néiteks, kui andmestik sisaldab kiimne spetsiaalselt valitud isaslooma jarglaste andmeid,
loetakse isa moju (faktor ’isa’) fikseerituks, kuna me soovime vorrelda just antud isasid
ega soovi teha jareldusi teiste isade kohta. Kui aga huvi pakub isa kui geneetilise faktori
tldine mdju (isade poolt jarglastele parandatavate juhuslike geenidekomplektide mdju) ja
jarglased on valitud juhuslikult, siis loetakse isa mdju juhuslikuks.

See, kas faktor on juhuslik vdi fikseeritud, ei kajastu mudeli v@rrandis, kull aga sdltuvad sellest mudeli
lilkmete keskvaartused ja dispersioonid ning seelédbi ka mdjude hinnangud ja nende statistiline
olulisus.

Vastavalt sellele, kas uldine lineaarne mudel sisaldab tksnes fikseeritud faktoreid, tiksnes juhuslikke
faktoreid vi siis mblemaid, nimetatakse kasutatavat mudelit kas fikseeritud mudeliks (fixed model),
juhuslikuks mudeliks (random model) v6i segamudeliks (mixed model). Aretusvéartuste ja teiste
geneetiliste parameetrite hindamisel rakendatakse just viimast.

2.4 Tasakaalus ja mittetasakaalus andmed (mudelid)

Tasakaalus (balanced) andmed on sellised, kus kdigil faktorite ja nende kombinatsioonide tasemetel
on sooritatud vordne arv modtmisi/vaatlusi/vmt.

Mittetasakaalus (unbalanced) andmed on sellised, kus vastupidiselt tasakaalulisele juhule ei vasta
kdigile faktorite tasemetele vordne arv objekte. Andmete mittetasakaalulisus eeldab véhegi keerulise-
ma struktuuriga mudelite puhul ligikaudsete arvutusmeetodite kasutamist, mist6ttu tulemused ei
pruugi olla enam Uhesed.

Néide 1. Jargnevalt toodud andmetabeleist esimene kujutab tasakaalus ja teine mittetasa-
kaalus andmestikku. Esimeses on mdlemast majandist tihepalju eesti holsteini ja eesti
punast tdugu lehmi, lisaks on thepalju kdikvdimalikke majandite, tdugude ja laktat-
sioonide kombinatsioone. Teise andmestiku korral pole enamus nimetatud tingimustest

taidetud.
Tasakaalus andmed Mittetasakaalus andmed

Farm Toug Laktatsioon Farm Toug Laktatsioon
Polula EHF 1 Polula EHF 1
Pdlula EHF 2 Polula EHF 2
Pdlula EHF 3 Polula EPK 2
Pdlula EPK 1 Polula EPK 1
Pdlula EPK 2 Polula EPK 2
Polula EPK 3 Pdlva EHF 1
Pdlva EHF 1 Pdlva EHF 2
Pdlva EHF 2 Pdlva EHF 2
Pdlva EHF 3 Pdlva EHF 3
Pdlva EPK 1 Pdlva EPK 1
Pdlva EPK 2 Pdlva EPK 3
Pdlva EPK 3
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3 ULDISE LINEAARSE MUDELI ESITUSED
3.1 Mudeli esitus objektiviisi

Mudeli objektiviisi esitamisel avaldatakse igal objektil m6ddetud vaartus tldkeskmise (nn vabaliikme,
inglise keeles intercept), objektile vastavate m&jude ja konkreetse objekti omapéra e faktoritega kirjel-
damata jédva osa (mudeli vea) summana.

Erinevate objektide ja faktorite tasemete Uheseks identifitseerimiseks kasutatakse indeksite abi: igale
diskreetsele faktorile omistatakse pdhiindeks (harilikult i, j, k, I, ...), mis niitab iga objekti kohta just
temale omase faktori taseme mdju, peale selle tdhistab uks lisaindeks objekti (md6tmist) ennast.
Faktorite koosmdjude korral kirjutatakse indeksiks mdlema faktori indeksid, allutatud faktorite puhul
tuuakse tavaliselt faktori enese pohiindeksi jarel sulgudes dra koigi nende faktorite indeksid, millele
antud faktor allub. Pideva faktori tahis omab kogu indeksite komplekti, sest méargib konkreetsel
objektil ja diskreetsete faktorite kombinatsioonil sooritatud m&dtmise tulemust, mille m&ju samal
objektil ja diskreetsete faktorite kombinatsioonil m6ddetud uuritava tunnuse vaartusega véljendab
vastav regressioonikordaja.

Néide 2. Uuritavaks tunnuseks on tallede v6drutusmass ja analllsi eesmargiks on
vOrrelda Uhes lambafarmis kasutatud kahte isa. Objektiivsemate tulemuste huvides soovi-
takse arvestada ka talle soo ja pesakonna suuruse Kkui diskreetsete faktorite ning
vO0rutusvanuse kui pideva faktori mdjudega. Andmed on kirjas jargnevas tabelis.

Pesakonna  V00rutus-  Vd0Grutus- Isa
Sugu

suurus mass vanus kood
1 3 22 91 1025
1 1 39 90 1025
1 2 24 86 1025
2 2 27 101 1025
2 2 24 86 1025
1 2 31 117 1027
1 2 30 152 1027
2 1 31 110 1027
2 2 26 107 1027

Uldise lineaarse mudeli vdib toodud tilesande pistituse korral esitada jargmiselt:
Vi = ¢+ li + Sj + R +bxVijw + &, Q)
kus parameetrit £ vGib mdista kui nd keskmist tallede 100 pdeva kehamassi (mis siiski
ei pruugi vorduda aritmeetilise keskmisega, sest on tegelikult faktorite keskmine mdju);
Yiju tahistab objektil I sooritatud mddtmist e antud juhul 1. talle 100 pdeva kehamassi (le-
jaanud indeksid fikseerivad tapselt ara vaatlusaluse talle isa, stinniaasta jne), 1=1,...,9;
|; tdhistab isa i mdju, i =10251027 ;
S; margib soo j méju, j=12;
Py on pesakonna suuruse k méju, k=123;
viju téhistab konkreetse talle voorutusvanust ja b on véorutusmassi lineaarset séltuvust

vOOrutusvanusest iseloomustav regressioonikordaja;
ejju on talle | omapara (e juhuslik viga).
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3.2 Uldine lineaarne mudel maatrikskujul

Uldiste lineaarsete mudelite maatrikskujul esitamiseks kasutatakse eriliste maatriksite abi, mis seosta-
vad iga objekti just temal sooritatud mdGtmistega voi temale vastava faktori tasemega. Selliseid maat-
rikseid, mille ridade arv vordub uuritud objektide arvuga ja veergude arv mudelist hinnatavate efektide
arvuga, nimetatakse plaani- e disainimaatriksiteks.

Regressioonivorrand, kirja panduna objekti i kohta,

Yi = u+bx+ei,
néeb maatrikskujul esitatuna vélja jargmiselt:
y=Xp+e, ()
Kus y=(y1 Y2 ... Yn)' ja e=(ex e ... )" on vastavalt funktsioontunnuse vaartuste ja prognoosi-

Xt X2 ... Xn

sisaldab (hte veergu kummagi hinnatava parameetri tarvis — esimene, Uhtedest koosnev veerg
tdhendab, et koigil objektidel mdbdetud uuritava tunnuse véaartusi plutakse prognoosida sama
keskmise u abil, teine, argumenttunnuse vaartusi sisaldav veerg seob igal objektil méddetud uuritava
tunnuse vaartuse l&bi kordaja b just temale vastava argumenttunnuse véartusega.

:
vigade vektorid, p=(« b)" on hinnatavate parameetrite vektor ja plaanimaatriks X:(1 L. 1)

Dispersioonanaliilisi korral koosneb plaanimaatriks vaid nullidest ja Uhtedest — mingile objektile
vastavas reas ja faktori tasemele vastavas veerus on 1, kui médtmine antud objektil on sooritatud just
sellel tasemel, ja 0 vastupidisel juhul. Naiteks tihefaktorilise dispersioonanaliilisi mudel

Vij = 1+ i + €jj
on maatriksite abil esitatav kujul

() (11, 0 .. Y[ #) (e

o
y=Xp+e enk VZH? O - 9J @ +m.
v o o1l e

q
Siin n; tahistab faktori i-ndale tasemele vastavate objektide arvu, g on faktori tasemete arv (i =1...,q),
1n0n Uhtedest koosnev nix1-vektor: 1,=(@1...1)", ja 0 on sobiva dimensiooniga nullidest
nj tk
koosnev vektor.

Kovariatsioonanalttisi mudel, milles on nii mittearvulisi kui ka arvulisi faktortunnuseid, sisaldab
plaanimaatriksis nii nulle ja Ghtesid sisaldavaid veerge kui ka pidevate argumenttunnuste vaartuseid.

Kokkuvdttes kujutab dldise lineaarse mudeli maatriksesitus enesest tavalise lineaarvorranditesiisteemi
maatriksesitust, kus kordajate maatriksi rollis on plaanimaatriks, tundmatud parameetrid on koondatud
vektorisse f ja vabaliikmete veerg moodustub vahest y —e.

Néide 3. Paneme néite 2 mudeli (1) kirja ka maatrikskujul (2).
Vektor y on tallede védrutusmasside vektor kujul

y=(22 39 24 27 24 31 30 31 26)".
Plaanimaatriks X sisaldab (hte rida iga vaatluse ja tihte veergu iga vektoris p kirjas oleva
mudeli parameetri kohta.
Hinnatavate parameetrite vektor B sisaldab 9 elementi (parameetrite t&histused on dle
vOetud sama mudeli objektiviisi esitusest):

B=(,u lizs lizz S1 S2 R P B b)T

Plaanimaatriks X, mis seob iga vaatluse just temale vastava faktori tasemega voi vaartu-
sega, ndeb praeguse tallede jérjestuse korral vélja jargmine:
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91
90
86
101
86 3)
117
152
110
107

(parema jélgitavuse huvides on erinevatele faktoritele vastavad blokid eraldatud punktiir-
joontega).
Juhuslike vigade vektor on kujul

I
CoO0COoORRREREE
RPRPRRPRRPROO0OOCOO
OCORPRPROOR R
PRPOORFRPROOO
OrO0OO0OO0OO0ORrO
RPORRPRRPRRPLROO
eYeoloNoNeNoNoRa N

[E=Y

e=(eL € €3 €4 €5 € € €5 €)' .

Néitamaks, et eelnevalt defineeritud plaanimaatriks t6epoolest iga talle vodrutusmassi
just temale vastavate faktorite tasemetega seob, asendame ka&ik valjakirjutatud vektorid ja
maatriksid mudelisse (2) ning sooritame korrutustehte Xp. Tulemuseks saame maatriks-
vorduse
Xp

22 /,l+|1025+81+P3+b><91 €1
39 /1+|1025+81+H+b><90 €2
24 U+ ls+S1+ P +bx86 €3
27 y+|1025+82+P2+bX101 €4
24 |=| g+ lis+So+Po+bx86 |+|es|.
31 y+|1027+Sl+P2+bX117 €5
30 M+ s+ S1+ P+ bx152 €7
31 M+ lior + S+ R+bx110 €s
26 ,Ll+|1oz7+Sz+Pz+bX107 €9

3.3 Uldine lineaarne segamudel maatrikskujul
Juhul, kui Gldine lineaarne mudel sisaldab nii fikseeritud kui ka juhuslikke faktoreid (tegu on sega-
mudeliga), esitatakse need eraldi liidetavatena, jagades kaheks nii hinnatavate parameetrite vektori kui
ka plaanimaatriksi:
y=Xp+Zu+e, 4)

siin B ja u téhistavad vastavalt fikseeritud ja juhuslike efektide vektoreid ning X ja Z vastavaid
plaanimaatrikseid.

Néide 4. Oletame niilid, et ndites 2 vaadeldud j&arade alusel soovitakse iseloomustada isa
kui geneetilise faktori Gldist mdju ning jadrad on valimisse sattunud juhuslikult. Sellisel
juhul tuleb isa mdjusid kasitleda juhuslike efektidena ning mudeli vdib vélja kirjutada
valemi (4) alusel:

22 11000 1:091 10 &
39 11010090 | u 10 e
24 11001086 (S 10 €3
27 1:01:01 0:101 (| S 10I €4
24 |=|{1 01010 86 Pl+1o(|1°25)+e5. (5)
31| (110010117 ||R| |01 [\ |e
30 110010152 || R 01 u &7
31 10 1:1 0 0:110 (b 01 €s
26 1i0 1:0 1 0:07 ) 01 €9
y X —y e
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4 KESKVAARTUSED JA DISPERSIOONID
Uldise lineaarse mudeli esituse teine osa seisneb mudeli juhuslike liikmete keskvaartuste ja disper-
sioonimaatriksite defineerimises (et fikseeritud mdjusid késitletakse konstantsetena, ei ole nende kesk-
vaartuste ja dispersioonide leidmisel mdtet).

4.1 Vaatluste keskvaartused ja kovariatsioonistruktuur fikseeritud mudeli korral

Igas lineaarses mudelis on vahemalt kaks juhuslikku liiget (mis eeldatakse traditsiooniliselt kdituvat
vastavalt normaaljaotuse seaduspéradele) — uuritav tunnus, kui populatsioonist juhuslikult valitud
indiviididel sooritatud mddtmiste tulemusi koondav suurus, ja juhuslik viga. Juhul, kui mudel sisaldab
faktoritena Uksnes fikseeritud mdjusid, on need kaks ka mudeli ainsad mittekonstantsed ja seega
mittenullilist dispersiooni omavad suurused.
On loomulik eeldada, et juhuslike vigade keskvaartus vordub nulliga (mudeli keskmine viga on null):
E(e) =0 . Uuritava tunnuse keskvaéartus avaldub fikseeritud mudeli (2) korral kujul
E(y) = ECXB + €) = E(XB) + E(e) = XP

ja dispersioonimaatriks vordusena

var(y) = var(Xp + €) = var(Xp) + var(e) = var(e) (6)

0

4.2 Vaatluste keskvaartused ja kovariatsioonistruktuur segamudeli korral

Segamudeli (4) korral tuleb arvesse votta ka juhuslike efektide keskvaartust ja varieeruvust.
Analoogselt juhuslike vigadega eeldatakse ka juhuslike faktorite mdjude keskvaartuste nulliga
vordumist: E(u) = 0. SeetOttu jadb uuritava tunnuse keskvaartus endiselt méaratuks uksnes fikseeritud
mdjude poolt:

E(y) = E(XB + Zu + e) = E(XB) + E(Zu) + E(e) = XP .
Arvestades dispersioonide defineerimisel ka juhuslike méjude varieeruvusega, saame, et

var(y) = var(Xp + Zu + e) = 0+ var(Zu) + var(e) — 2cov(Zu,e') = Zvar(u)Z" + var(e) .
0
Eelnevas vdrduste reas on eeldatud, nagu uldiste lineaarsete mudelite teoorias tavaks, et faktorite
mdjud ja juhuslikud vead on sdltumatud: cov(u,e”) =0.

Tuues sisse téhistused V =var(y), G =var(u) ja R=var(), saame segamudeli (4) keskvéartused ja
kovariatsioonistruktuuri méérata maatriksitena

(Y) [ XB)

8]

(y\ (2GZ"+R GZ' R)

varLgJ =L ZRG %5 I(:)J : (8)

ja

Traditsioonilises segamudelis eeldatakse, et nii kdik uuritavad objektid objektid kui ka kd&ik
juhuslikud efektid on omavahel sdltumatud, mistttu on nii jadkdispersioonimaatriks R kui ka
juhuslike efektide dispersioonimaatriks G diagonaalmaatriksid:

R= InO'S, (9)
G=l.ot, (10)
siin n téhistab uuritavate objektide arvu ja a juhusliku faktori tasemete arvu (enam kui the juhusliku

faktori korral on maatriks G blokkdiagonaalne — igale faktorile vastab tema tasemete arvule vastava
dimensiooniga diagonaalmaatriks).

Dispersioone o? ja o valemeis (9) ja (10) nimetatakse dispersioonikomponentideks (variance
components), sest nad kujutavad enesest vaatluste dispersiooni komponente: var(y;) = o& + 0% .
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Néide 5. Paneme kirja mudeli (5) kovariatsioonimaatriksid (isade mdjusid kasitleme
juhuslike efektidena).

Vastavalt valemitele (9) ja (10) saame, et

(620 000000 0)
0620 00O0UO0TO0O
0 0620 0O0O0O0O
000c20000O0T0D )
var@=R=|0 0 0 0 650 0 0 O ,var(u)=(%“ 02]. (11)
0000062000 ou
000O0O0UOGEO0O
000 O0O0UOTU OGO
000 O0O0OO OO 0 o?
Valemist (8) jareldub, et var(y)=V =ZGZ™+R , seega
10) (620 000O0O0O0 0)
10 06600 0000O00DO
10 0 00000000
2
v—ig o2 0)(111110000) |2 9 00 00000
- (062j000001111)+000009000 0
01 v 000000 O00
01 000O0O0GO OGO O
81 0000000 o0
000O0O0OO0TO OO0 o2
(092+05 o4 o4 o4 0 0 0 0 0 )
ot ol+ot ol b 0 0 0 0 0
ol ot ot+oi  op 0 0 0 0 0
ot o ot oi+oi 0 0 0 0 0
= o ol ol ol ol+ol o od oo os
0 0 0 0 ot oi+ol ob oi o4
0 0 0 0 o4 ot ot+oi of o4
0 0 0 0 o4 o4 ot oi+or  of
0 0 0 0 ot ob ol ot ot+ot

Viimasest maatriksist ilmneb ka, et vaatluste dispersioonid esituvad summana
var(yi) = ot + ¢ ja kovariatsioonid kujul
ou, kui i # j jaloomad i ja j on sama isa jarglased,
cov(yi, yj) = S L . .
0, kui i = j jaloomad i jaj on erinevate isade jarglased.

Markus: késitledes isade mojusid fikseeritutena, avaldub vaatluste dispersioonimaatriks
seosena (6):

600000 O0O0ODO
00620 0000O0O00DO
0 062000000
000620 000O00DO
vary)=V=/ 0 0 0 0 62 0 0 0 0 [=R=var(,
0000062000
00000 06200
0000O0GO 0T 0GOGEDO
00 0O0OGO OGO OO0 o2

millest omakorda jareldub, et var(yi) = o7 ja cov(y, y;) =0, kuii= j.
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5 EELDUSED JA KITSENDUSED
5.1 Jaotused

Uldiste lineaarsete mudelite analiiiisil eeldatakse uuritava(te) tunnus(t)e jaotumist vastavalt
normaaljaotuse seaduspéradele (pt 2.3.1). Matemaatiliselt véljendudes tahendab see, et vektor y on
normaaljaotusega keskvaartusega Xp ja dispersioonimaatriksiga V:

y~NXB,V).
Taolise eelduse puhul on garanteeritud, et vahimruutude printsiibil (pt 2.4.2) leitud efektide hinnangud
on tbepoolest véikseima varieeruvusega, osutub vdimalikuks faktorite mdjude tépsuse ja statistilise
olulisuse kontrollimine (F-test dispersioon- ja regressioonanalliisil) ning suurima tGepédra meetodi

rakendamine dispersioonikomponentide ja seeldbi ka pdaritavuse ja geneetiliste Kkorrelatsioonide
hindamiseks.

5.2 Kovariatsioonistruktuur

Traditsioonilisel Gldiste lineaarsete mudelite analiitisil (nagu nditeks ka tavalise regressioon- ja dis-
persioonanallitsi korral) eeldatakse dispersioonimaatriksite diagonaalset kuju. Segamudelite tarvis on
selline lihtne kovariatsioonistruktuur defineeritud seostega (9) ja (10). Et aga tegelikkus (uuritava(te)
tunnus(t)e varieeruvus) sageli nii triviaalselt kirjeldatav pole, leiab reaalsete andmete anallisil
kasutust suur hulk rohkem vdi vahem keerukaid dispersioonistruktuure, mis on faktorite mdjude ja
juhuslike vigade sdltumatuse eeldusel kokkuvdtvalt esitatavad dispersioonimaatriksina (8).

Fikseeritud mudelite puhul on levinuimad k&iksugu korduvate mddtmiste analliisi mudelid, kus
puutakse arvesse votta Uhel ja samal objektil sooritatud mddtmistele vastavate mudeli jadkide
korrelleeritust.

Néide 6. Olgu meil uuritavaiks objektideks lehmad, kellel kdigil on fikseeritud esimese
kolme laktatsiooni piimatoodangud (véljavdte andmetabelist

on toodud teksti paremas servas). ID__Lakt Piim, kg
Ukskdik, milliste faktortunnuste mdju me ka uurida taname, on 3396 1 4119
loomulik eeldada, et sama lehma piimatoodangud ei ole s6ltu- 3396 2 5857
matud. Mudelisse saab viimase kirja panna jaikdispersiooni- 3396 3 6260
maatriksi R struktuuri abil, kus endiselt vastab koigile 3990 1 3106
vaatlustele juhuslike vigade dispersioon o2, aga lisaks vdib 3990 2 3934
defineerida (ja lasta arvutil ka andmetest hinnata) samale 3990 3 5171
loomale vastavate mudeli jaakliikmete vahelist varieeruvust
peegeldava dispersioonikomponendi o, misjarel jaakdisper- 43%0 1 2473
sioonimaatriks esitub kompaundsiimmeetrilisel kujul 4390 2 3301
(2ro? o 52 0 0 0 4390 3 2958
e
o’ oi+o’ o 0 0 0
o’ o’ oi+o’ 0 0 0
R=l 0 0 0 oé+o’ o o
0 0 0 o’ oit+o’ o
0 0 0 o’ o’ oi+o

Sammu vorra keerulisema dispersioonistruktuuri saame, kui eeldame, et mida suurem on
mdG6tmiste ajaline vahe, seda ndrgem on nende vaheline seos, ehk antud néite puhul — 1.
ja 2. laktatsiooni toodangud on omavahel tugevamini seotud, kui 1. ja 3. laktatsiooni
toodangud. Uks v@imalus seda mudelisse kirja panna on kasutada jadkdispersiooni-
maatriksi defineerimisel esimest jarku autoregressiivset struktuuri kujul
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(1 pp> 000 -
plp 000 -
2p2p1000~
R=cc| 000 1 pp°-|
000 p1p-
000, p1

kus parameetrit p vOib mdista kui Uhe ja sama looma jérjestikuste vaatluste vahelist
autokorrelatsioonikordajat, | pl<1.

Segamudelite puhul tuleb arvestada ka juhuslike faktorite mdjude vdimaliku korreleeritusega, mis
téhendab dispersioonimaatriksi G struktuuri erinevust traditsioonilisest diagonaalsest kujust (10).
Loomade aretuses véljendub see enamasti kdikvOimalike sugulussidemete matemaatilisel kujul valjen-
damises ja mudelisse kaasamises — taolisel kovariatsioonistruktuuri defineerimisel pdhineb naiteks
aretusvéartuste prognoosimine looma mudelist .

5.3 Taisastakuga ja mitte taisastakuga mudelid, reparametriseerimistingimused

Uldine lineaarne mudel on taisastakuga, kui taisastakuga (kdik read-veerud lineaarselt s6ltumatud,
pOdratav) on tema plaanimaatriksi transponeeritud maatriksi ja plaanimaatriksi enese korrutismaatriks,
naiteks XX . Nagu jargmisest peatiikist nahtub, kujutab just taoline korrutismaatriks enesest mudeli
parameetrite hindamiseks konstrueeritud vorrandi kordajatemaatriksit.

Mudeli parameetrid on (heselt hinnatavad Uksnes taisastakuga mudeli korral, sest vaid siis leidub

kasutataval kordajatemaatriksil Uhene pdordmaatriks; mitte tdisastakuga mudeli korral on erinevaid
parameetrite hinnanguid palju (teoreetiliselt Ipmatu arv).

Tavalise fikseeritud mudeli (2) korral piisab mudeli parameetrite Uheseks hinnanguks ka plaa-
nimaatriksi enese veergude lineaarsest sdltumatusest. Taisastakuga on nditeks regressioonanalliisi
mudel, sest plaanimaatriksi Uhtedest koosnev vabaliikmele vastav veerg pole uldjuhul mingi
lineaarkombinatsiooni tulemusena teisendatav argumenttunnuse véartuste veeruks.

Néide 7. Pustitades naite 2 alusel lihtsa lineaarse regressioonimudeli prognoosimaks
tallede vdGrutusmassi v8rutusvanuse abil, saame regressioonivorrandi maatrikskujul

y=Xp+e,
kus

(1 91)

1 90

186

1101

X=|1 86 mﬁz(g)
1117

1152

1110

1107

Plaanimaatriksi X veeruastak on 2, sest vabaliikmele ja regressioonikordajale vastavad
veerud on lineaarselt sBltumatud, ja seega on parameetervektor @ tiheselt hinnatav.

Tdisastakuga pole aga dispersioonanaliilisi mudel, sest néiteks mistahes faktori kdigile tasemetele
vastavate veergude summeerimine annab tulemuseks Uhtedest koosneva vabaliikmele vastava veeru.
Seega pole ka dispersioonanaliiiisi korral mudeli parameetrite (hene hindamine vdimalik.
Lahenduseks on hinnata mudeli parameetrite funktsioone, mis on heselt hinnatavad (nn hinnatavad
funktsioonid — estimable functions, vt pt 6.6.2) v0i kasutada mudeli parameetrite reparametriseeri-
mist. Viimane tdhendab parameetritele mingi lisakitsenduse rakendamist, mille all vib mdista néiteks
iga faktortunnuse viimase taseme mdju nulliga vordsustamist ja teiste tasemete méjude hindamist selle

Tanel Kaart EMU VL 11
tanel.kaart@emu.ee 2012



Uldine lineaarne mudel

suhtes (kasutab nditeks statistikapakett SAS ja kasutatakse ka antud dppevahendi jargnevais néidetes)
vOi traditsioonilisema reparametriseerimistingimusena iga faktori mdjude summa nulliga vordsusta-
mist. Seejuures peab selliseid lisakitsendusi olema sama palju, kui on plaanimaatriksis lineaarselt
sOltuvaid veerge.

Néide 8. Mudel (1) néites 2 ei ole téisastakuga, sest plaanimaatriksi

91
90
86
101
86
117
152
110
107

veeruastak on 6, mis on véiksem maatriksi X veergude arvust (9) — veergude lineaarne
s6ltuvus ilmneb selles, et kdigi diskreetsete faktorite korral annavad neile vastavad
plaanimaatriksi veerud summeeritult esimese, vabaliikmele vastava Uhtedest koosnheva
veeru.

Faktorite mdjude Uheseks hindamiseks on vajalik teatud kitsenduste plstitamine. Naiteks
vOime nduda koigi faktorite korral nende md&jude summa nulliga vArdumist
(hozs+ leer=0, $+S,=0, R+PR+PR=0) voi siis iga faktori viimase efekti nulliga
vordumist (li2z =0, S; =0, B=0).

[E=Y

OO0 O0ORRRRERRE
PR RPRRPROOOOO
OCORrRRPROORRRE
PRPOORRFPROOO
OrO0OO0OO0OO0OORr O
RPORRPRRPRRLRRLROO
cNoNoloNoNoNoNal

PR RRPRRRRRE
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6 FIKSEERITUD EFEKTIDE HINDAMINE (BLUE)
6.1 Vahimruutude hinnangud

Faktorite m&jud mudelist (2) hinnatakse vahimruutude meetodil, st et parameetervektori p hinnang p
valitakse selliselt, et mudeli vigade ruudud oleks minimaalsed. Maatrikskujul on vahimruutude
tingimus mudeli (2) tarvis véljendatav seosena

min(e"e) = min(y —XB)'(y — XB) = (v - XB)'(y - XB).
Hinnangu § avaldamiseks tuleb mudeli (2) vigade ruutude summast
ee=(y-Xp)'(y-Xp)=y'y-y'Xp-p'X'y+B'X'XB=y'y - 28'X"y + B'X"XP
votta tuletis P jargi ja vOrdsustada tulemus nulliga. Diferentseerimise tagajérjel saame
de'e/op=—-2X"y + 2X"Xp

ning viimase avaldise nulliga vordsustamisest jareldub, et

X™X)p=X"y, (12)
millest

B=XX"Xy. (13)
Vaorrand (12) on tuntud kui normaalvdrrand (normal equation) ja hinnang (13) kujutab enesest para-
meetervektori p vahimruutude hinnangut (OLS, ordinary least squares), mis diagonaalse vordsete
dispersioonikomponentidega jaakdispersioonimaatriksi (9) korral on parim lineaarne nihketa
hinnang (BLUE, best linear unbiased estimator). Sona “parim” hinnangu nimetuses tahendab, et tegu

on tapseima e viikseima dispersiooniga var(p—p) hinnanguga (efektiivse hinnanguga, pt 2.4.3) ning
sona “nihketa” méargib hinnangu nn keskmist digsust (siistemaatilise vea puudumist).

Kui meil on aga tegu keerulisema kovariatsioonistruktuuriga, kus V =R =var(e) ei ole vordsete
dispersioonikomponentidega diagonaalmaatriks, siis pole ka valemiga (13) defineeritud hinnang enam
BLUE parameetervektorile p. Hadast aitab valja kaval teisendus. Nimelt, kui teame
dispersioonimaatriksit V, mis ténu dispersiooni definitsioonile on alati positiivselt méératud ja
mistdttu leiduvad ka V™ ja selline maatriks V%, et V =VY2/"? vgime vorrandi (2) mélemaid
pooli vasakult korrutada maatriksiga V2, saades tulemuseks mudeli

V—l/2y — V_llsz + V—l/Ze
Tahistades y" =V ™%y, X"=V 72X ja e" =V % saame viimase mudeli esitada vdrrandina
y =XB+e, (14)
kusjuures
V' =var) = var(V %) =V ?var@ V= (v |2V1/ v |2V1’ =1.
\"

Et niitid on meil dispersioonimaatriks V" diagonaalsel kujul, nagu on vaja BLUE esitamiseks valemi
(13) abil, rakendame viimast mudelile (14) ja saame parameetervektori hinnangu kujul

p=X"X)XTy = X'VX)XVYy. (15)
Viimast hinnangut nimetatakse dldistatud vahimruutude hinnanguks (GLS, generalized least
squares).

Juhul, kui analiitisitav mudel ei ole tdisastakuga, ei ole normaalvdrrandi kordajate maatriksid X'X ja
X"V X (vastavalt tavalise ja Gldistatud vahimruutude hinnangu puhul) pdératavad ja kasutada tuleb
tldistatud po6rdmaatrikseid. Vahimruutude hinnangud (13) ja (15)saavad siis tldisemad kujud

B=X"X) X"y (16)
ja
B=XVX)X'Vy. (17)
Naide 9. Vaatleme edasi tallede vdorutusmassi andmestikku ja hindame talle isa, soo,
pesakonna suuruse ning v@orutusvanuse kui fikseeritud faktorite méjud. Garanteerimaks
Tanel Kaart EMU VL 13
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Uldine lineaarne mudel

hinnangute Ghesust, vordsustame nulliga iga faktori viimase efekti (lwoz =0, S;=0,
R=0). Ulejaanud efektide hindamiseks paneme kirja tdisastakuga (ilma nulliga
vordsustatud efektidele vastavate veergudeta) plaanimaatriksi X :

=

OO0 ORRRRERE
OORRPOOR R
OrO0OO0OO0OO0OORrO
RPORRPRRPRRLPRRLROO

91
90
86
101
86
117
152
110
107

RPRRRPRRRRR

Et meil vaatluste dispersioonimaatriks on diagonaalsel kujul, V = lso?, ja plaanimaatriks

X" on taisveeruastakuga, saame faktorite mdjude vektori
B =(u los S: R P2 b)'
hindamiseks kasutada valemit (13):

111
A Y111 11 1 1 1 1 %ii
l1025 1717117100007 7o
S ||| oo o |11 9
A |70 To o oo o |1 )
B 1 01 11 1 1 0 1197
5 | |\91790 86 101 86 117 152 110 107 )|7 O
— NG 100
22
111 11 1 1 1 1 gi 1138
L1100 00 || 2 110
S S A I S S N R B
0TT0T0T0TT0 00 || 227 1450 |
1 01 11 1 1 0 13/ 603
9190 86 101 86 117 152 110107 ) 30 | | 0,07
X 26

y

o 0cococookr o
RPORRRPRRLRRPROO

91

90
86
101
86
117
152
110
107

X
%

Peale kitsenduste lisamist saame mudeli (1) parameetrite hinnangud kujul

rﬂ 114
1025 11
fig27 0
R
B=| S: |[=| 0.
Z 17 ag
5 || 60
5[0
b 0,07

(18)

Vaorreldes faktorite tasemete kaupa leitud aritmeetiliste keskmistega (vt tabelit néite
I16pus) hakkab silma jédrade paremusjérjestuse muutus — kui jarglaste keskmiste véartuste
alusel vdinuks eelistada jaara numbriga 1027, siis peale teiste faktorite mdjude arvesse
vOtmist on ilmselge hoopis jadra nr 1025 paremus. Andmetabelist (pt 6.3.1) pdhjust
otsides hakkab eelkdige silma, et jadra nr 1027 jarglased on vodrutatud hiljem ja saanud
seega kauem aega kasvada (positiivset seost vddrutusvanuse ja vOorutusmassi vahel
naitab ka regressioonikordaja positiivne vaartus, b=0,07). Jairade mdjude hindamine

mudeli (1) abil vBimaldab nende seostega arvestada.
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Faktorite tasemed ja neile vastavad keskmised v8&rutusmassid:

Isa Sugu Pesakonna suurus

1025 27,2 1 29,2 1 35,0

1027 29,5 2 27,0 2 27,0
3 22,0

6.2 Hinnatavad funktsioonid

Olgugi, et uldjuhul parameetervektor B ise ei ole Uheselt hinnatav, on seda hulk tema elementide

lineaarkombinatsioone k'p. Viimaseid nimetatakse hinnatavateks funktsioonideks (estimable

functions). Hinnatavuse olulisemad omadused lineaarsete mudelite korral on, et

1. vabaliige u ei ole theselt hinnatav (va regressioonanaliitisi korral);

2. erinevused uhe faktori tasemete vahel on Gheselt hinnatavad tingimusel, et mudelis puuduvad selle
ja teiste faktorite vahelised interaktsioonid ning uuritava faktori tasemete mdjud ei kattu mdne teise
faktori tasemete mdjudega;

3. sisulist tdhendust omavad Uksnes hinnatavate funktsioonide vaartused.

Néide 10. Et tallede vddrutusmassi mdjutavate faktorite tasemete hinnangute ei ole Uhe-
selt hinnatavad, saame hinnangutele B, (18) lisaks leida suure hulga erinevaid hinnan-
guid. Naiteks jargmised hinnangute vektorid on saadud kasutades erinevaid reparametri-
seerimistingimusi v8i rakendades erinevaid Uldistatud pédrdmaatrikseid valemis (16):

A A A

S 304 &) (2045 & (207
A1025 0 A1025 O, 55 A1025 l 1
L1027 11 oz | | _g 55 l1027 0
S| S | [ he S|
Bo=| Sz |=| 33| Bs=| S2 |=| 165 |, Ba=| Sz |=| =33 | jne.
R 0 R 771 A 85
3 86 3 0,84 3 0
R = | |-ee7 = | |80
44444 3. 0,07 B 0,07 R 0,07
b b b

Hinnatavad funktsioonid on nditeks
(00001-1000:0)p=%-%.=0,
ki
mis hindab sugude vahelist erinevust ja on sama véartusega mistahes parameetrite
hinnangute vektori § korral, vi
(0000:00:01-1:0)p=P-P=-2,
k;
mis hindab kahe- ja kolmetallelisest pesakonnast parit tallede vdrutusmasside erinevust
ja on jallegi Uhene mistahes parameetrite hinnangute vektori p korral.

6.3 Vahimruutkeskmised

Véhimruutkeskmised (VRK; inglise keeles least square means, LSM), mis esitatakse sageli teadus-
artiklites ja mille hindamisv@imalust pakuvad paljud statistikaprogrammid, on oma olemuselt samuti
hinnatavad parameeterfunktsioonid. Nende laialdane kasutamine on tingitud sellest, et thelt poolt on
tegu tdepoolest lihtsalt mdistetavate hinnangutega uuritava tunnuse keskmistele vaartustele faktorite
tasemete alusel moodustatud gruppides, teiselt poolt on aga vahimruutkeskmiste hindamise metoodika
marksa téiuslikum vorreldes tavaliste aritmeetiliste keskmiste arvutamisega — VRK-d leitakse
baseeruvana mudelil ja on korrigeeritud mudelis sisalduvate segavate faktorite mdjude suhtes ega ole
tundlikud vaatluste arvu erinevusele vorreldavais gruppides (seetdttu erinevad vahimruutkeskmised
uldjuhul tavalistest keskmistest).
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Naide 11. Hlustreerime vahimruutkeskmiste leidmist tallede vo@rutusmassi naite varal.
Uks variant mudeli (1) parameetrite hinnanguist on esitatud vektorina (18).

Kdikvoimalikud vahimruutkeskmised koos arvutusvalemitega (ja vordluseks ka tavalised
aritmeetilised keskmised) on esitatud jargnevas tabelis.

Efekt X  VRK

loss 27,2 LSM(l02s) = 1 + f02s +%(§1+ S2) +%(|fl+ P+ P) + b xv
=114+11+333+0)+1(14,6+6,0+0)+0,07x104,4=2814

o 295 LSM(li027) = 1+ liosr + 3 (51 +S2) + (R + B+ PB) + bixev + by x v
=11,4+0+4(33+0)+1(14,6+6,0+0) +0,07 x104,4 = 27,04

S 292 LSM(S) =+ (fos+ o)) + S+ (B + P+ P) + byx v = 29,24

S, 27,0 LSM(S2) = 1+ (foos+ f027) + S2 + 1 (R + P+ P) + bux vV = 25,94

R 350 LSM(R)=/+4 (s + l027) + 5 (S1+ S2) + B+ b xv =3530

P 27,0 LSM(P) =+ 2 (fozs + lor) + 1 (S1 + $2) + o + by x V = 26,75

R 220 LSM(P) =+ 2 (105 + foer) + 1 (St + S2) + P + 1y x V = 20,72
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7 JUHUSLIKE FAKTORITE REALISEERUNUD VAARTUSTE
PROGNOOSIMINE (BLUP)

Et juhuslikud efektid pole konstandid, nagu fikseeritud efektid, vaid kujutavad enesest mingist
jaotusest parinevaid juhusliku suuruse (juhusliku faktori) realiseerunud vaartusi, tuleb nende
hindamisel arvestada ka selle jaotuse dispersiooniga (ehk teisiti valjendatuna, juhuslike efektide poolt
madratud osaga uuritava tunnuse koguvarieeruvusest). Mudeli (4) Kkorral tdhendab see
dispersioonimaatriksite (8) teadmist.

Juhul, kui dispersioonimaatriks (8) on teada, avaldub juhuslike faktorite realiseerunud véértuste u
parim lineaarne nihketa prognoos (BLUP, best linear unbiased prediction) kujul

0=GZ'V{y-Xp), (19)

kus p=(X"V'X)"X"Vy on fikseeritud efektide tildine vahimruutude hinnang. Seejuures tehakse siin
ingliskeelses kirjanduses selget vahet sGnadel hinnang (estimate) ja prognoos (prediction) — hinnatakse
midagi fikseeritut, konstantset, prognoositakse aga midagi, mille ilmnemine sdltub juhusest.

Fikseeritud efektide hindamine ning juhuslike efektide prognoosimine valemite (17) ja (19) alusel
nduab vaatluste dispersioonimaatriksi V (8) péordmaatriksi leidmist, milline operatsioon v@ib vahegi
suurema andmestiku korral problemaatiliseks kujuneda. Uks 20. sajandi suurimaid segamudelite ja
aretusteooria arendajaid C. Henderson pakkus 1950. aastal vélja normaalv@rrandile (12) sarnase
maatriksvorduse, mis vdimaldab korraga leida nii BLUE(p) kui ka BLUP(u) ja seda ilma vaatluste
dispersioonimaatriksit pddramata. Tanapaeval tuntaksegi jargnevat maatriksvordust Hendersoni sega-
mudeli vérrandina (v8i lihtsalt segamudeli vorrandina, inglise keeles mixed model equation, MME):

(XTR‘lx X'R™Z ][p} _ [XTR‘ly] (20)
Z'R'X Z'RZz+GY\0) \Z'RYy)’

Traditsioonilise segamudeli korral, kus vealiikmele ja juhuslikele efektidele vastavad dispersiooni-
maatriksid R ja G esituvad kujul (9) ja (10), on v&rrand (20) kirjutatav ka kujul

(XX XZ g (Xy
(Z'% z'z+ 1) (gj Z[zTyj ! (21)

-1
B)_(BLUE@)) (XX X'z X'y
0) (BLUPW) | Z'X Z'z+<1 ) (ZTy )
Kuna praktikas sageli dispersioonimaatrikseid vorrandis (20) v6i dispersioonikomponente v@rrandis
(21) teada pole, tuleb need enne efektide prognoosimist andmetest hinnata, misjdrel tehakse
segamudeli vrrandis asendused G=G ja R=R (ehk of=6¢ ja od=6%). On tdestatud, et juhul, kui

uuritav tunnus on simmeetrilise jaotusega (nditeks normaaljaotusega), on selliselt saadud fikseeritud
efektide hinnangud ning juhuslike efektide prognoosid nihketa hinnangud BLUE(p)-le ja BLUP(u)-le.

Segamudeli vérrandis on juhuslikele efektidele vastavad read/veerud lineaarselt sdltumatud ega vaja
hinnangu Ghesuseks erinevalt fikseeritud efektidest lisakitsenduste rakendamist (lisakitsendused
voivad olla endiselt vajalikud fikseeritud efektide hindamisel).

millest

Andmaks pisut ettekujutust, mis vahe on faktori mdjude hinnanguil séltuvalt sellest, kas kasitleda
faktorit fikseerituna v@i juhuslikuna, vaatleme lihtsaimat dispersioonanalutsi mudelit, mis sisaldab
vaid vabaliiget x ja Uht diskreetset faktorit u:

Vii = 1+ Ui +6€jj . (22)

Kaésitledes faktorit u fikseerituna, vdime parima lineaarse nihketa hinnangu [valem (13)] faktori u
tasemele u; kirjutada kujul

Gi=Vi—u, (23)
kus yi=+>7,Yi ja n;tahistab vaatluste arvu faktori i. tasemel — seega on vaid dht faktorit sisaldava

dispersioonanaltiisi mudeli korral iga faktori mdju hinnanguks temale vastavate uuritava tunnuse
vaartuste aritmeetilise keskmise erinevus Uldkeskmisest .

Lugedes aga u juhuslikuks, avaldub tema i. taseme mdju u; parim lineaarne nihketa prognoos (19)
seosena
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. noe (v
Ui = U =) . 24
o% + Niot =) (24)

Valemite (23) ja (24) vordlemisel hakkab silma, et juhuslike efektide hinnangud on alati vaiksemad,
vorreldes fikseeritud efektide hinnangutega (sest niot /(o +niot)<1). Seejuures kehtib intuitiivselt
mdistetav loogika — mida tugevam on faktori mdju, seda sarnasemad on fikseeritud ja juhusliku
mudeli eeldusel leitud efektide hinnangud (seda suurem on dispersioonikomponendi o& véartus
vorreldes jadkvarieeruvusega o:). Samuti ndhtub valemeist (23) ja (24), et faktori i. tasemel
sooritatud mdGtmiste arvu n; suurenedes vaheneb erinevus selle taseme mdju hinnangute Ui ja Ui
(leituna vastavalt kas fikseeritud voi juhuslikust mudelist) vahel.

Néide 12. Kasitleme nlud mudeliga (1) kirjeldatud tallede vdGrutusmassi naiteanallilisis
jadara moju juhuslikuna (andmestikus oleva kahe jddra ja nende kokku Uheksa jarglase
alusel hinnatavad isa mojud esindavad vaid juhuslikku véljavotet koigist isalt jarglsele
paranduda vdivatest geenikomplektidest). Mudeli fikseeritud ja juhuslikele efektidele
vastavad plaanimaatriksid on

_

91 (
90
86
101
86 |jaZ=
117
152
110
107

ning hinnatavate parameetrite vektorid esituvad kujul

PR RRRPRRPRE R
OCORRPROOR R
PRPOORRPROOO
OrRrOCO0OO0OO0OORrRO
RPORRPRRPRRPLROO
eYoloNeoNoNoNoRa i

COoOO0ORRRLREER
RPRPRPRPROOOOO

[3XY

M
S1

6| B | jausftm).

pZ K |1027}
R
by

Uheste lahendite saamise huvides vdrdsustame nulliga fikseeritud faktorite viimaste
tasemete mdjud (S, =0, P =0) ning eemaldame neile vastavad veerud plaanimaatriksist
X, saades maatrikstehete labiviimisel kasutatava téisastakuga plaanimaatriksi

91
90
86
101
86
117
152
110
107

Et juhuslike efektide u ja e dispersioonimaatriksid on diagonaalsel kujul (11), on mudeli
parameetrid hinnatavad segamudeli vdrrandist (21). Viimase rakendamiseks vajaliku
dispersioonikomponentide suhte oZ/of saame avaldada tallede v&Grutusmassi
paritavusest h?, lugedes viimase teadaolevaks:

os _4-h?
o4 h?

*

R
OCORrRRPROORRRE
ORPR 0000 ORrRO
RPORRRPRRLRRLOO

1

Vottes h?=0,2, saame o2/c’ =19.

Seega avaldub segamudeli vorrandi (21) kordajate maatriksi parem alumine nurk
Z2'Z+6¢/at1 kujul

18
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(1 0)
10
10
(111110000) 18 L19(10)_(5+19 0 ) _(24 0)
k000001111)01 lo1)~0 0 4+19) (0 23
01
01
01
ning kogu segamudeli vdrrand on peale plaanimaatriksite korrutamistehete sooritamist
jargmine:
9 5 2 6 940: 5 4 7 254
5 5 1 3 53! 3 2| % 146
2 1 2 0 2000 1 1 R 70
6 3 0 6 649 3 3| B [=] 162 |.
940 536 200 649 101716 454 486 || b 26746
5 3 1 3 454 0 24 0 || lwozs 136
4 2 1 3 486 0 23 )\ lio27 118

Selle vdrrandi lahendina saame parameetrite hinnangute vektori

H 14,12
St 3,51
R 14,37
B |=| 5098
b 0,05
fiops | | 7004
< 0,04
l1027

Vorreldes fikseeritud mudelist saadud hinnangutega (18) on ootuspéraselt vahenenud
jadradevaheline erinevus — on ju jadra mdjuga seletatav v6drutusmasside erinevus 19

korda vaiksem juhusliku vea arvele jaanud varieeruvusest (oZ/o? =19), mis, nagu nahtus

valemeist (23) ja (24), toob kaasa véiksemad juhuslike isamdjude hinnangud.
Loomulikult muutusid tdnu mudeli muutmisele mingil mééral ka fikseeritud efektide
hinnangud, aga faktorite tasemete jarjestus jai endiseks — jaartallede v&drutusmass on
suurem; suurima vdOrutusmassiga on Uksiktalled, seejarel kaksik- ja kolmiktalled;
vB0rutusvanuse kasvades suureneb ka tallede vodrutusmass.

Eelnevas ndites rakendatud mudelit, kus uuritava tunnuse geneetilist determineeritust valjendava
juhusliku faktorina késitletakse isa ning tlejaanud faktorid on fikseeritud ja Kirjeldavad mitte aditiiv-
geneetilisi mdjusid, nimetatakse pdllumajandusloomade aretuses isa mudeliks (inglise keeles sire
model). Lahemalt isa mudelist ja ka teistest segamudeli rakendustest geneetiliste parameetrite
hindamisel jargmises peatikis.
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8 DISPERSIOONIKOMPONENTIDE HINDAMINE *

Nii fikseeritud efektide hindamine dldistatud vahimruutude meetodil (17), juhuslike efektide parim
lineaarne nihketa prognoos (19) kui ka Hendersoni segamudeli vérrandi (20) v6i (21) lahendamine
eeldab dispersioonikomponentide kaudu defineeritud dispersioonimaatriksite teadmist. Nagu néahtus
eelneva peatilki néitest, piisab sageli ka dispersioonikomponentide suhte vdi mdne populatsiooni
geneetilise parameetri vadrtuse teadmisest. Samas aga ei ole meil kuidagi vOimalik teada
dispersioonikomponentide suhet koigi ette tulla vdivate tunnuste v8i mudelite korral ning ka meie
poolt analiiisitava populatsiooni geneetiline struktuur ei pruugi vastata teadaolevate geneetiliste
parameetritega kirjeldatud populatsioonile. Valede dispersiooniparameetrite kasutamisega kaasnevad
aga ka valed mgjuhinnangud, aretusvaartused ja seeldbi ka valed otsused tuleviku strateegiate osas.
Dispersioonikomponentide hindamiseks on valja to6tatud hulk erinevaid meetodeid. Nende mitmesus
on tingitud sellest, et véhegi keerulisema mudeli puhul ei ole v@imalik vélja kirjutada dispersiooni-
komponentide parimate omadustega anallitilisi lahendeid, kasutada tuleb kas teatud lihtsustavaid
eeldusi vai siis ligildahedasi matemaatilisi arvutusmeetodeid. Meetodite matemaatiline keerukus on ka
pohjuseks, miks Uldiste lineaarsete segamudelite rakenduste tudeerimisel dispersioonikomponentide
hindamine kdrvale jaetakse. Samas baseerub peatlikis 3 tutvustatud peamiste populatsioonigeneetiliste
parameetrite hindamine enamasti just dispersioonikomponentide hindamisel.

Andmete tasakaalulisuse (vt pt 6.2.4) ja vaatluste sdltumatuse eeldusel on dispersioonikomponentide
hinnangud leitavad tavalise dispersioonanalliisi abil. Mittetasakaalulise andmestiku ja keerulisema
kovariatsioonistruktuuri korral on kbige universaalsemaks osutunud REML-meetod.

8.1 Dispersioonanalltsi meetod (ANOVA-meetod)

Votame vaatluse alla Ghefaktorilise dispersioonanaltitisi mudeli (22). Eeldame et faktor u on juhuslik
ning et efektid u; ja e;; on s6ltumatud ja normaaljaotusega. Samuti eeldame, et faktoril u on a taset,
igal tasemel on sooritatud tépselt n modtmist ning kokku on mddtmisi N =an. Dispersioonanaliiisi
arvutused koondatakse nn dispersioonanaliiiisi tabelisse, mis vaatlusaluse mudeli tarvis on toodud
tabelis 1.

Tabel 1. Dispersioonanaliiis tabel mudeli (22) korral

Varieeruvuse > Vabadus- Keskruudu
: Ruutude summa Keskruut o
allikas astmete arv ootevaartus
a y2 2
Faktor u SS(u) = z%—% a-1 MS(u) = SS(u)/a—1 no? + o
i=1
n 2
Jaak SSE =33 y-% y? N—a  MS(e)=5S@)/N-a o2
i=1j=1 i=1

“siin yi =30y ja Y. =S Y0 Vi

ANOVA-hinnangud dispersioonikomponentidele od ja o¢ saadakse, virdsustades keskruudud nende
ootevaartustega:

5t = L[MS(U) - MS(e)]
n
ja
6% =MS(e).

Mittetasakaaluliste andmete ja Uhefaktorilise dispersioonanaliiisi mudeli (22) korral on juhusliku
faktori poolt madratud osa uuritava tunnuse varieeruvusest, ot , ANOVA-meetodil hinnatav valemist

52 =%[M8(u) ~MS)],

Mo

kus d=¢(N_;

niz) ja n; tdhistab mdodtmiste arvu faktori u tasemel i.
a-1 N iz
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8.2 REML-meetod

REML-meetod sobib dispersioonikomponentide hindamiseks tikskdik millise dispersioonistruktuuriga
mudelite korral, kusjuures tasakaalulise traditsioonilise segamudeli korral on dispersioonikomponen-
tide REML-hinnangud v@rdsed ANOVA-hinnangutega. Lihend REML tahendab kitsendatud e
jaakide e vahendatud suurima tdepdra meetodit (REstricted e REsidual e REduced Maximum
Likelihood method) ja baseerub nagu suurima tdepdra meetodid ikka mingi teoreetilise jaotuse
tdeparafunktsioonil (vt ka pt 2.4.1). Uldise lineaarse mudeli (4) korral on selleks teoreetiliseks
jaotuseks normaaljaotus — y ~ N(XB,V) . Kitsendatud suurima tdepéra meetodi idee seisneb selles, et
kuigi tldine lineaarne mudel sisaldab kaht tlilipi hinnatavaid parameetreid — fikseeritud faktorite efekte
ja juhuslike faktorite dispersiooniparameetreid — plitakse viimaste hindamiseks teisendada esialgset
mudelit kujule, kus juhuslike faktorite md&judest tingitud varieeruvus oleks sama, aga fikseeritud
faktorite mdju vorduks nulliga. Sellisel juhul on kogu arvutusprotsess suunatud dispersioonikompo-
nentide hindamisele, mis peaks garanteerima tapsemad hinnangud vorreldes tavalise suurima tGepéra
meetodiga (ML, Maximum Likelihood method), mis hindab samaaegselt nii fikseeritud faktorite
mdjusid kui ka dispersioonikomponente. Mudeli (4) teisendust v8ib esitada korrutisena

Ky =K™XB+K"Zu
kus maatriks K on defineeritud selliselt, et K™X =0, mistéttu
KTy ~N(O,K'VK).

Teisendatud mudeli vasakut poolt K™y v&ib mdista ka kui fikseeritud efektide poolt kirjeldamata
jaanud osa uuritavast tunnusest y e erinevust (jaaki) fikseeritud efektide poolt kirjeldatu ja uuritava
tunnuse y tegelike vaartuste vahel (siit ka nimetus REsidual ML method).

REML-meetodi korral maksimeeritakse teisendatud uuritava tunnuse logaritmiline tepérafunktsioon
I(V:y) = —4In[27K"VK |- 1y K(KTVK) Ky (25)

dispersiooniparameetrite suhtes, vottes selleks funktsioonist (25) esimest jarku osatuletise hinnatava
parameetri suhtes, vOrdsustades tulemuse nulliga ning lahendades — tulemuseks ongi dispersiooni-
parameetri REML-hinnang. Uldjuhul ei ole dispersioonikomponentide hinnangute analiitiline
leidmine vdimalik, logaritmilise tdeparafunktsiooni maksimeerimise tulemusena saadakse keeruline
maatriksvordus

tr[ (K'VK)'K'ZZIK | =y "K(K'VK) 'K'ZZIK(KVK) KTy,

kus mudeli dispersiooniparameetrid s@ltuvad (ksteisest ja ka juhuslike faktorite realiseerunud
vaértustest (maatriks Z; koosneb i.-le juhuslikule faktorile vastavatest plaanimaatriksi Z veergudest).
Uksikute parameetrite hinnangute leidmiseks kasutatakse ligikaudseid jarkjargulise lihendamise e
iteratsioonimeetodeid: algselt (nn nullsammul) antakse mudeli parameetritele mingid algvaartused,
neist lahtuvalt leitakse 1. sammul kdigi parameetrite uued hinnangud, seejérel lahtutakse 2. sammul
parameetrite hinnangute arvutamisel juba 1. sammul leitutest jne — igal jargneval sammul kasutatakse
eelmisel sammul leitud hinnanguid; protsess koondub parameetrite 18plikeks hinnanguteks, kui mingil
sammul leitud hinnangute erinevus eelneval sammul leitutest on piisavalt véike. Algoritme, mida
sellisel ligikaudsel arvutamisel kasutatakse, on jalle rohkem kui ks — mdni neist koondub vaiksema,
mdni suurema arvu sammude jarel; teisalt ei pruugi enamasti kiiremini koonduvad algoritmid mdnel
juhul Glelildse koonduda — kdik see teeb dispersioonikomponentide hindamise veel keerulisemaks.
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9 ULESANDED
Jargnev tabel sisaldab andmeid seitsme lehma piimatoodangu, isa, vanuse ja karja kohta.

Loom Isa Vanus Kari Toodang
2 1 7 1 7000
4 3 7 1 6600
6 5 6 1 6800
7 5 4 1 7200
8 3 3 2 8000
9 3 2 2 8300
10 5 2 2 8900

1. Lugedes koik faktorid fikseerituteks, pange kirja tldine lineaarne mudel hindamaks isa, vanuse ja
karja mdju piimatoodangule, seejuures kasitlege isa ja karja diskreetsete faktoritena ning vanust
pidava faktorina

a. objektiviisi;
b. maatrikskujul, pannes kirja ka plaanimaatriksi X.

2. Pange kirja mudeli dispersioonimaatriksid G, R ja V, lugedes isa mdju juhuslikuks.

3. Lugedes kdik faktorid fikseerituteks, hinnake nende mdjud vahimruutude meetodil (13), kasutades
SAS-i reparametriseerimistingimusi.

4. Leidke isadele ja karjadele vastavad vahimruutkeskmised.

5. Lugedes isa mdjud juhuslikuks ja vBttes piimatoodangu péritavuseks h?= 0,25, leidke Hendersoni
segamudeli vorrandi (21) abil fikseeritud efektide hinnangud ja juhusliku faktori *Isa’ realiseeru-
nud vaartuste prognoosid.
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