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TOENAOSUSTEOORIA JA MATEMAATILINE STATISTIKA,
TEOREETILISED JAOTUSED, PARAMEETRITE HINDAMINE

Antud peatiikk piiiab anda lihililevaate matemaatilise statistika olemusest, tdendosuse mdistest,
juhuslikest suurustest, teoreetilistest jaotustest, jaotuste peamistest parameetritest ja nende hindamis-
meetoditest.

2.1 SUNDMUS JA TOENAOSUS
2.1.1 Katse ja siindmus

Def. Katse (ckspermendi, vaatluse) tulemuseks on siindmus.

Naditeks on kahe heterosiigootse indiviidi ristamine katse, samuti heterosiigootse jarglase
saamine aga katse tulemus ehk stindmus.

Miindivise on katse, kulli v&i kirja pealetulek on stindmus.

Def. Uldisemalt on siindmus defineeritav kui katsetulemuste hulk.

Niiteks ristates kahte heterosiigootset, genotiiiipidega Aa, indiviidi, koosneb siindmus
.jarglane on homosiigootne® kahest katsetulemusest — siindmus ,,jarglane on homosii-
gootne leiab aset nii siis, kui jarglane on genotiitibiga AA kui ka siis, kui jarglane on
genotiiiibiga aa.

Kuuetahulise tdringu viskamisel on katsetulemuseks 1, 2, 3, 4, 5 vdi 6 silma peale-
jddmine. Stindmus ,,tulemuseks on paarisarv silmi* koosneb katsetulemustest 2, 4 ja 6.

Stindmusi tihistatakse tavaliselt ladina tdhestiku suurtdhtedega tdhestiku algusest: A, B jne.

2.1.2 Tehted siindmustega ja siindmustevahelised seosed

Kuna siindmuste nédol on tegu katsetulemuste hulkadega, on siindmustevahelised tehted analoogsed
hulkadevaheliste tehetega.

Def. Olulisemad tehted on

e siindmuste A ja B summa A u B (ehk A + B), mis toimub siis, kui toimub kas stindmus A, siindmus
B voi mdlemad;

e siindmuste A ja B korrutis A n B, mis toimub siis, kui toimuvad m&lemad siindmused A ja B;
e siindmuste A ja B vahe A\ B, mis toimub siis, kui toimub siindmus A, aga ei toimu stindmust B;

e siindmuse A vastandsiindmus A (ehk A®), mis toimub siis, kui ei toimu siindmust A.

Nditeks stindmus, et heterosiigootne vanem genotiiiibiga Aa pédrandab mdnele oma
jarglastest alleeli A, toimub nii siis, kui alleeli A saab paranduseks esimene jarglane kui
ka siis, kui alleeli A saab paranduseks teine v6i kolmas jarglane voi parivad alleeli A kdik
vaatlusaluse indiviidi jarglased. St, et huvipakkuv siindmus on esitatav summana

,.vanem pdrandab mdnele oma jirglastest alleeli A“ = ,,1. jarglane périb alleeli A«

U ,,2. jarglane péarib alleeli A u ... u ,,viimane jarglane périb alleeli A.
Aga siindmus
,.vanem pirandab ko&igile oma jarglastele alleeli A“ = ,,1. jarglane parib alleeli A*

N ,,2. jarglane périb alleeli A n ... N ,,viimane jarglane périb alleeli A
toimub vaid siis, kui kdik jarglased on saanud paranduseks alleeli A.
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2. Matemaatiline statistika, teoreetilised jaotused, parameetrite hindamine

Def. Kui mingi siindmuse jaoks ei leidu thtki soodsat katsetulemust (siindmusele vastav
katsetulemuste hulk on tiihi), siis nimetatakse seda siindmust véimatuks siindmuseks. Vdimatu
siindmuse tihis on @.

Def. Kui mingi stindmuse jaoks on kdik katsetulemused soodsad, siis on see siindmus kindel
siindmus. Kindla stindmuse téhis on Q.

Def. Siindmust, mis pole ei kindel ega vdimatu, nimetatakse juhuslikuks siindmuseks. Juhusliku
stindmuse toimumine vdi mittetoimumine séltub juhusest, st. sellest, missuguse tulemuseni katse
sooritamisel jouti.

Def. Kui siindmuse A jaoks soodsate katsetulemuste hulk sisaldub stindmuse B jaoks soodsate
katsetulemuste hulgas, siis jareldub siindmuse A toimumisest siindmuse B toimumine. Seda
sisaldussuhet margitakse A < B.

Nditeks on pédikese tdusmine hommikul kindel siindmus, 10 silma tulek kuuetahulise
taringu viskamisel voimatu siindmus ning tuttava kohtamine tdnava véi voitmine loteriil
juhuslikud stindmused.

Stindmus, et alleeli A suhtes homosiigootne vanem pérandab oma jirglasele alleeli A, on
kindel siindmus;

siindmus, et see sama vanem parandab jirglasele alleeli a, on véimatu siindmus;
sindmus, et heterosiigootne vanem genotiiiibiga Aa pédrandab jirglasele alleeli A, on
juhuslik stindmus.

Stindmus ,.heterosiigootne vanem genotiiiibiga Aa pérandab jarglasele alleeli A“ sisaldub
stindmuses ,,heterosiigootsete vanemate paar AaxAa piarandab jarglasele alleeli A, sest
esimese toimumisest jareldub ka teise toimumine.

Def. Stindmusi, mis ei saa iiheaegselt toimuda, nimetatakse (iiksteist) vilistavateks siindmusteks.

Naditeks stindmused, et parajasti poegival ,,lehmal stinnib {iks vasikas® ja ,,Jlehmal siinnib
kaks vasikat™ on tiksteist vilistavad siindmused, sest nad ei saa samaaegselt toimuda.

Omadused

1. Katsetulemused on alati iiksteist vélistavad (nditeks loom ei saa jarglasele parandada mdlemat
oma alleeli vdi lehm ei saa korraga anda mitmes erinevas koguses piima).

2. Siindmus ja tema vastandsiindmus on {iksteist vilistavad.

3. Kui siindmused on iiksteist vilistavad, siis on nende korrutis vdimatu, A n B = @.

2.1.3 Siindmuse toendosus

Def. Siindmuse A toeniiosus P(A) on selle siindmuse jaoks soodsate katsetulemuste arvu K ja koigi
katsetulemuste arvu n suhe:

P(A):%. @2.1)

Niiteks on tdendosus, et heterosiigootne vanem genotiiiibiga Aa pédrandab jarglasele
alleeli A, V5:

P(Aa — A) = %.

Sest kdigi katsetulemuste arv (parandatavate geenivariantide arv, A vdi @) on kaks, millest
vaid iiks (alleeli A parandumine) on huvipakkuva siindmuse jaoks soodne variant.

Omadused
1. Tdendosus on arv 0 ja 1 vahel.

2. Mida suurem on siindmuse tdendosus, seda rohkem on alust loota selle siindmuse toimumist.
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3. Kuistindmuste A ja B vahel on (range) sisaldusseos: A c B, siis kehtib varratus P(A) < P(B).
4. Voimatu siindmuse tdenédosus on null: P(@) = 0.

5. Kindla siindmuse tdenéosus on iiks: P(Q) = 1.

Naditeks sellest, et siindmus ,,heterosiigootne vanem genotiiiibiga Aa péarandab jirglasele
alleeli A* sisaldub siindmuses ,heterosiigootsete vanemate paar AaxAa pidrandab
jarglasele alleeli A, jareldub vastavalt 3. omadusele, et

P(heterostigootne vanem genotiiiibiga Aa parandab jarglasele alleeli A)
< P(heterosiigootsete vanemate paar AaxAa parandab jarglasele alleeli A),

mis, kui jirele mdelda, on ju loomulik.

2.1.4 Tehted toéendosustega

Def. Kahe teineteist vilistava siindmuse A ja B summa téeniiosus vordub liidetavate tdendosuste
summaga:

P(A U B)=P(A) + P(B), kui AnB=@. (2.2)

Nditeks stindmused ,,lehmal siinnib iiks vasikas“ ja ,,lehmal siinnib kaks vasikat“ on
teineteist vilistavad, mistap avaldub siindmuse ,,lehmal siinnib vihemalt kaks vasikat™
tdendosus kujul

P(lehmal siinnib vdhemalt kaks vasikat)
= P(lehmal siinnib iiks vasikas) + P(lehmal siinnib kaks vasikat).

Def. Uldjuhul, kui siindmused A ja B ei ole iiksteist vilistavad, avaldub nende summa tdenzosus kujul
P(A uB)=P(A) + P(B) - P(A n B). 2.3)

Def. Siindmuse A vastandsiindmuse A tdensiosus avaldub siindmuse A tdenzosuse kaudu kujul:
P(A)=1-P(A). 2.4)

Niiteks dialleelsel juhul avaldub alleeli a esinemissagedus (tdendosus) populatsioonis
P(a) alleeli A esinemissageduse (tdenédosuse) P(A) kaudu kujul

P(a) =1 - P(A).

Def. Kui iithe siindmuse toimumine ei mdjuta teise siindmuse toimumist, siis on need siindmused
soltumatud.

Soltumatute siindmuste A ja B korrutise tdeniiosus vordub siindmuste A ja B tdendosuste korrutisega:
P(A n B) = P(A)P(B). 2.5)

Viimast vordust kasutatakse ka defineerimaks siindmuste sOltumatust: kui siindmuste Kkorrutise
toenéosus vordub siindmuste toenéiosuste korrutisega, siis on need siindmused s6ltumatud.

Néide 1. See, millise alleeli parandab vanem {ihele jarglasele, on sdltumatu sellest, millise
alleeli pdrib teine jarglane, siis avaldub tGendosus, et vanem pdrandab kdigile oma
jarglastele sama alleeli, nditeks A, kujul
P(vanem pirandab kdigile oma jarglastele alleeli A) = P(1. jarglane périb alleeli A)

x P(2. jarglane parib alleeli A) x ... x P(viimane jarglane périb alleeli A).
Juhul, kui vanem oli homosiigootne genotiiiibiga AA, on iileltoodud tdendosus iiks, sest

alleeli A pédrandamine on kindel stindmus ko&igi jarglaste puhul, kindla stindmuse
tdendosus on iiks, mistap vordub iihega ka nende siindmuste tdendosuste korrutis.

Kui aga vanem on heterosiigootne genotiiiibiga Aa, siis P(jarglane périb alleeli A) = 4, ja
seda iga jarglase puhul. Seega
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Def. Siindmuse A tinglikuks tdenfosuseks siindmuse B suhtes nimetatakse siindmuse A tdendosust

P(vanem pirandab kodigile oma jirglastele alleeli A) =4 x Vo x ... x o= ()",

kus n on jérglaste arv.

Ndide 2. Mendeli II seadus e alleelide lahknemise seadus postuleerib teatavasti, et hetero-
stigootsete indiviidide omavahelisel ristamisel toimub jirglaspdlvkonnas tunnuste
lahknemine kindlates sagedussuhetes (nn lahknemissuhetes). Néiteks vanempaari AaxAa
jarglasest on Y4 genotiiibiga AA, 2 genotiiiibiga Aa ja Y genotiiiibiga aa. Toodud
genotiilipide sagedused tulenevad aga otseselt elementaarsest tdendosusteooriast.

Tdendosus, et heterosiigootse vanempaari AaxAa jéarglane on genotiitibiga AA avaldub
kujul

P(jarglase genotiitip on AA) = P(emalt parandub alleel A ja isalt parandub alleel A) = ...

(et see, milline alleel parandub isalt, on sdltumatu sellest, milline alleel parandus emalt,
on siindmuste korrutise tdendosus viimases avaldises esitatav siindmuste tdendosuste
korrutisena)

... = P(emalt parandub alleel A)xP(isalt parandub alleel A) =15 x 12 = Vi,

Tdendosus, et heterosiigootse vanempaari AaxAa jarglane on genotiiiibiga Aa, avaldub
kujul

P(jarglase genotiilip on Aa)
= P[(emalt parandub alleel A ja isalt parandub alleel a)
vOi (emalt parandub alleel a ja isalt parandub alleel A)] = ...

(stindmused ,,emalt parandub alleel A ja isalt pdrandub alleel a* ning ,,emalt parandub
alleel a ja isalt parandub alleel A* on iiksteist vélistavad — nad ei saa toimuda samaaegselt
— mistap vordub nende siindmuste summa tdendosus tdendosuste summaga)

... = P(emalt pdrandub alleel A ja isalt parandub alleel a)
+ P(emalt parandub alleel a ja isalt parandub alleel A) = ...

(viimases avaldises kujutavad molemad tdendosused enesest sdltumatute siindmuste
korrutise tdendosusi, mistap saab need avaldada tdendosuste korrutistena)

... = P(emalt pdrandub alleel A)xP(isalt parandub alleel a)
+ P(emalt parandub alleel a)xP(isalt parandub alleel A) = Vaxlo + Voxlo =Va+ Va =1,

Tdendosus, et jarglase genotiilip on aa, avaldub analoogselt jarglase genotiiiibi AA
tdendosusega.

2.1.5 Tinglik tdendosus

eeldusel, et toimus siindmus B.

Stindmuse A tinglikku tdendosust siindmuse B suhtes tdhistatakse P(A|B).

Omadused

1.

Kui siindmused A ja B on sdltumatud, siis P(A|B) = P(A) ja P(B|A) =P(B), ehk siindmuse A

toimumine ei mgjuta siindmuse B toimumist ja vastupidi.

Kui stindmused A ja B on iiksteist vilistavad, siis P(A|B) = 0 ja P(BJA) = 0, sest eeldusel, et iiks

stindmus on juba toimunud, on teise siindmuse toimumine vdimatu ja selle tdendosus null.

Def. Siindmuse A tinglik téeniosus siindmuse B suhtes avaldub valemiga

P(AN B)'

P(A|B)= P(B)

Viimasest avaldisest jareldub ka siindmuste Korrutise téenéosus iildjuhul:

P(AN B) = P(A| B)P(B).
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Niide. Oletame, et genotiiiibiga AA ja Aa indiviidid on kollased ning genotiiiibiga aa
indiviidid rohelised.

Vanempaari AaxAa jarglasest on Y4 genotiilibiga AA, 4 genotiiiibiga Aa ja 4 genotiilibiga
aa. Kollaseid jarglaseid on P(AA uU Aa)=P(AA)+P(Aa)=%+'"%2=% ja rohelisi
jarglaseid on P(aa) = Y.

Kui suur on tdendosus, et juhuslikult valitud kollane jarglane on genotiitibiga Aa?

P(genotiitip = Aa | jarglane on kollane)
= P(genotiilip = Aa n jarglane on kollane) / P(jarglane on kollane) =14 / % = %.

2.1.6 Taistoendaosuse valem

Sageli peavad siindmuse A toimumiseks olema eelnevalt toimunud mingid teised siindmused H,
i=1,...,n. Tdendosusteoorias nimetatakse neid siindmuse A toimumisele eelnevaid siindmusi
hiipoteesideks.

Kui niiiid eeldada, et

e siindmus A saab toimuda vaid mingi siindmuse H; toimumise jargselt,

e siindmuste loetelu H;, ..., H, sisaldab kdiki vdimalikke variante siindmuse A toimumisele
eelnevatest siindmustest ja

e siindmused Hy, ..., H, on iiksteist vélistavad,
siis on stindmuse A toimumise tdendosus (nn tdistéeniiosus) leitav valemist

P(A) = P(H)P(A|H,) + P(H,)P(A|H,) + ... + P(H,)P(AH,). 2.8)

Néide. Talumehel oli kolm ji&dra. Paaritusperioodil lasi ta neist esimese utede hulka
tiheks, teise kaheks ja kolmanda kolmeks pdevaks. Koik jadrad olid genotiipiseeritud
tallede kasvukiirust potentsiaalselt mdjutava dialleelse lookuse osas, misldbi oli teada, et
esimene ja teine jaar olid kasvukiirust parssiva retsessiivse alleeli kandjad, kolmas jair oli
aga homosiigootne kasvukiirust suurendava dominantse alleeli suhtes. Eeldades, et
paaritatud uttede arv on proportsionaalne karjas viibitud ajaga ja et mitmike siinni
sagedus on samasugune koigi jddrade korral, saab leida, kui suure tdendosusega on
suvaline viie kuu pérast siindiv tall parinud isalt kasvukiirust parssiva alleeli.

Vastavalt tdistdendosuse valemile saab otsitava tdendosuse esitada kujul:

P(isalt on parandunud kasvukiirust parssiv alleel)

= P(isaks on esimene jdir) x P(esimeselt jadralt parandus kasvukiirust parssiv alleel)
+ P(isaks on teine jdir) x P(teiselt jadralt parandus kasvukiirust parssiv alleel)
+ P(isaks on kolmas jdir) x P(kolmandalt jadralt parandus kasvukiirust parssiv alleel)

= (Y X ) + (4 X o) + (% % 0) = 4y = Y4 = 0,25
Ehk siis hoolimata sellest, et halva alleelita jaér oli karjas sama kaua, kui teised kokku, ja

teiste jddrade puhul oli halva alleeli parandumise tdendosus vaid 'z, parivad keskmiselt
25% jarglastest isa poolt siiski mittesoovitava kasvukiirust pérssiva retsessiivse alleeli.
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2.1 JUHUSLIKUD SUURUSED JA OLULISEMAD NEID
ISELOOMUSTAVAD PARAMEETRID

2.2.1 Juhuslik suurus

Sarnaselt eelmises alapeatiikis kisitletud siindmuse mdistele on ka juhuslik suurus defineeritud
juhusliku katse kaudu. Kui siindmus kujutab enesest katsetulemust vdi katsetulemuste hulka, siis
juhuslik suurus on katsetulemuse arvuline (kvantitatiivne) resultaat. Et katse all vdib mdista mistahes
eksperimenti, md&tmist voi vaatlust, on juhuslikeks suurusteks ka andmeanaliiiisil analiitisitavad
tunnused (lehmade piimatoodang, emiste pesakonna suurus jmt), samuti koikvdimalikud
hinnangulised néitajad ja teoreetiliste mudelite liikmed (aretusvéirtus, s66tmise mdju, genotiilibiefekt,
keskkonnaefekt jmt). Tunnuste mddtmistulemused konkreetsetel loomadel (valim) vdi tegelikud
aretusvairtused voi konkreetsete geenikombinatsioonide mdjud kujutavad enesest juhuslike suuruste
realiseerunud véirtuseid.

Juhuslikke suurusi tdhistatakse traditsiooniliselt suurte tdhtedega X, Y, Z jmt ning nende véértuseid
vastavate viiketdhtedega X, y, z jne. Vajadusel lisatakse tahistusele indeksid.

2.2.2 Keskvaiartus

Def. Juhusliku suuruse Kkeskvairtuseks (ooteviirtuseks e oodatavaks véirtuseks, inglise keeles
expected value, expectation) nimetatakse tema 16pmatu hulga véirtuste keskmist. Juhusliku suuruse X
keskvadrtust tahistatakse E(X), sageli kasutatakse ka téhte u.

Omadused
1. min(X) < E(X) < max(X).
. E(k) = Kk, k on konstant.
. E(X + k) = E(X) + k.
. E(kX) = kxE(X).
- E(Xy + X3) = E(X)) + E(Xy).
. Kui X; ja X, on sdltumatud, siis E(X;X;) = E(X))E(Xy).
JKui X=X Xz ... Xo)', siis EX)= E(X1) E(X2) ... E(X) .

~N N W

2.2.2 Dispersioon

Def. Juhusliku suuruse X dispersioon var(X) (ka V(X), D(X), ox , inglise keeles variance) on defi-
neeritud seosega

var(X) = E[X — E(X)]* = E(X?) - E(X)E(X). (2.9)
Omadused
1. var(X) > 0.
2. var(k) = 0, k on konstant.
3. var(X + k) = var(X).
4. var(kX) = k*var(X).
5. Kui X; ja X, on sdltumatud, siis var(X; + X,) = var(X;) + var(X,).

Ruutjuurt juhusliku suuruse dispersioonist nimetatakse standardhilbeks — ,/var(X) = ox .
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2.2.3 Kovariatsioon

Def. Juhuslike suuruste X; ja X, vaheline kovariatsioon cov(X;, X,) (ka oxx,, inglise keeles

covariance) kirjeldab nende juhuslike suuruste vahelist lineaarset statistilist sdltuvust ja on defi-
neeritud seosega

cov(Xy, X2) = E(X1X2) — ECX) E(X>) . (2.10)
Omadused
1. cov(Xi, X2) = cov(Xa, X1).
. cov(X, X) = var(X).
. cov(aX,,bX,) = abcov(Xy, X,), a, b on konstandid.
. var(X; = X») = var(X;) + var(Xz) £ 2cov(Xy, X2) .

. Kui X, ja X, on sdltumatud, siis cov(Xi, X2) =0 (sellest ja eelmisest omadusest jareldub
ispersiooni 3. omadus).

o wn A LN

Def. Enam kui kahe juhusliku suuruse korral on nende dispersioone ja kovariatsioone mugav esitada
maatriksina: juhuslike suuruste vektori X=(X; Xz ... X5)" dispersioonimaatriksiks (kova-
riatsioonimaatriksiks) nimetatakse maatriksit

var(X)= EX-EX)X-EX)"
[ var(X)  cov(X,X2) - cov(Xu Xn)) [ 6% Oxxe -+ Oxx, )
— COV(X Iy X 2) Var(xz) Tt COV(X 2, x n) — O XXz O-g(z ot OXaXn |2 (21 1)

COV(X], Xn) COV(XZ, Xn) Var(X n) O-Xlxn O—szn cee O—%ﬂ

kus peadiagonaalil paiknevad juhuslike suuruste dispersioonid ja véljaspool peadiagonaali juhuslike
suuruste vahelised kovariatsioonid.

Dispersioonimaatriksi omadused on analoogsed kovariatsiooni ja dispersiooni omadustega, véikesed
erinevused tulenevad vaid sellest, et maatriksite korrutamisel ei kehti kdik iiksikelementide korruta-
mise reeglid. Niiteks dispersioon konstantse maatriksiga A korrutatud juhuslike suuruste vektorist X

avaldub kujul var(AX) = A var(X)A".

2.2.4 Korrelatsioon

Def. Jagades juhuslike suuruste vahelise kovariatsiooni 1dbi nende standardhélvete korrutisega saame
normeeritud kovariatsiooni, mida nimetatakse korrelatsioonikordajaks:

cov(Xy, X2)

X1, X2) = . 2.12
X X2) Jfvar(Xy) var(X2) (212)
Omadused
L (X1, Xy) = 1(Xy, Xy).
2.1(X, X)=1.

3. Kui X| ja X, on sdltumatud, siis r(X;, X;) = 0.
4. r(Xy, X)) < 1.

Sarnaselt kovariatsioonimaatriksiga defineeritakse juhuslike suuruste vektori X= Xi Xz ... Xj !
korrelatsioonimaatriks r(X) elementidega r, i, j=1....,n, kus
iy = r(Xi, X)) = cov(Xi, Xj)//var(Xi) var(X;) ja fi =r(X,Xi)=1.
Nii kovariatsiooni- kui ka korrelatsioonimaatriksid on siimmeetrilised maatriksid.
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2.2.5 Lineaarne regressioon

Prognoosimaks juhusliku suuruse Y kditumist tingimusel, et sellega lineaarses sdltuvuses olev teine
juhuslik suurus X omandab mingi kindla viirtuse, kasutatakse lineaarset regressiooniseost kujul

E(Y)=a+bX .

Vorrandi vasakul poolel olev suurus E(Y) néitab, et tulemuseks on juhusliku suuruse Y oodatav (kesk-
mine) vdartus juhusliku suuruse X mingi véartuse korral.

Regressioonivdrrandi kordajad a ja b hinnatakse seostest

p=VXY) 50 A_EY-BEX. (2.13)
var(X)

Kasuks tuleb teadmine, et kordaja b viljendab juhusliku suuruse Y muutumise suurust juhusliku
suuruse X muutumisel {ihe tithiku vorra.
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2.3 TEOREETILISED JAOTUSED

Juhuslike suuruste viirtusi ja nende paiknemist iseloomustatakse jaotusseadustega. Viimased
kujutavad enesest parameetritest sdltuvaid matemaatilisi eeskirju, nn teoreetilisi jaotusi, mille alusel
on voimalik tuvastada juhusliku suuruse védirtuste hulk ja leida véértuste esinemise tdendosused.
Konkreetse juhusliku suuruse iseloomustamiseks sobiv jaotusseadus on méiratud juhusliku suuruse
tekkemehhanismi e olemuse ldbi. Teoreetilised jaotused, mida on kahte tiitipi — diskretsed ja pidevad
jaotused —, on aluseks statistiliste hiipoteeside kontrollimisel, sageli ka parameetrite véértuste ja nende
hinnangute usaldusvédrsuse hindamisel.

Def. Diskreetne jaotus esitatakse tdendosusfunktsiooniga
p(k) =P(X=K)

vOi jaotustabeliga {p(K), k}, mis defineerib tépselt dra iga iiksiku véirtuse esinemise tdendosuse (k on
juhusliku suuruse véimalik véartus).

Def. Pidev jaotus esitatakse tihedusfunktsiooniga
f(x) = dF(x)/dx,

mille abil on defineeritud juhusliku suuruse iga viidrtuse mingisse fikseeritud vahemikku (a, b)
sattumise tdendosus:

Pla< X <b)= [ f(x)dx = F(0) - F@),
F(x) = P(X £X) on jaotusfunktsiooni véértus kohal X.

Diskreetsed jaotused, mis tekivad millegi kokkulugemisel, subjektiivsel hindamisel vdi mingi ndhtuse
toimumise vdi mittetoimumise fikseerimisel, vajavad analiiiisil siinses kursuses kisitletavate meetodite
edasiarendusi — nn tildistatud lineaarseid mudeleid — mistdttu on jargnevalt tutvustatud vaid traditsioo-
nilises iildiste lineaarsete mudelite teoorias ja geneetiliste parameetrite hindamisel kasutust leidvaid
pidevaid jaotusi (ausalt 6eldes neid ehk selle lithikursuse raames vaja ei ldhegi, aga kui tekib soov v&i
vajadus peale aretusvéirtuste hindamise tutvuda ka dispersioonikomponentide ja paritavuskoefitsien-
tide hindamisega, on vaja teadmisi normaaljaotusest, ning kui huvi pakub hinnangute tdpsus ja
hiipoteeside kontrollimine mingi parameetri nullist erinemise kohta, kulub &ra ettekujutus y*-, F- ja t-
jaotusest).

2.3.1 Normaaljaotus

Def. Normaaljaotusega juhuslikku suurust X keskvisrtusega E(X) = u ja dispersiooniga var(X)= o’
tahistatakse X ~ N(u, o) ja tema tihedusfunktsioon esitub valemiga

_X=p
f@:zi?ew . (2.14)

Keskvairtuse ja dispersiooni, kui normaaljaotuse ainukeste parameetrite 1dbi, on tihedusfunktsioon iga
juhusliku suuruse X véértuse tarvis méaératud.

Téhtsaks omaduseks on, et normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsioon on samuti
normaaljaotusega (muutuvad vaid parameetrite véidrtused). Sagedaseimaks lineaarteisenduseks on
standardiseerimine

z=-X=£ _No),
(o2

kus N(0,1) on standardne normaaljaotus, mille jaotusfunktsiooni ®(x) véirtused on tabuleeritud (vt
tabel 2.1). Seejuures kehtivad seosed F(X) = D(*24) ja D(—X) =1-D(X) .

Tabel 2.1. Standardse normaaljaotuse enamkasutatavad jaotusfunktsiooni vadrtused; D(x) = P(X <x), kus
X ~ N(0,1).

@(x) | 0,005 0,025 0,05 0,5 095 0,975 0,995
X -2,58  -1,96  -1,64 0 1,64 196 2,58
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Niide 1. Normaaljaotusega N(50,07%) on niiteks vere kogus indiviidi 50 ml vereproovis,
kus o’ iseloomustab proovivotmise tipsust.

020
|

Joonis 2.1. Niiteid normaaljaotuse N(50, o)
tihedusfunktsiooni graafikuist erinevate
parameetri o védrtuste korral.

010 015
| |

Tihedusfunktsioon f{x)

005
|

000
|

Ndide 2. Piimaveiste suhteline piimajoudluse aretusvddrtus SPAV viljendatakse
punktides keskvéédrtusega 100 ja standardhidlbega 12 punkti. Kuna aretusvéirtuste
hindamisel eeldatakse nende normaaljaotust (sellest tuleb tidpsemalt juttu edasistes
loengutes), voib arvata, et ka SPAV-i viirtused jaotuvad normaaljatuse jargi, ehk
tdpsemalt SPAV ~ N(100, 12).

Tehtud eelduse alusel voib nditeks leida, milline on see vahemik, kuhu jaab 95%
piimaveiste suhteline piimajoudluse aretusvdirtus SPAV.

Vastavalt standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni vaartustele
P[(SPAV-100)/12 <-1,96] = 0,025 ja P[(SPAV-100)/12 < 1,96] = 0,975,
kus (SPAV-100)/12 ~ N(0, 1).
Siit edasi on juba loogilne, et
P[-1,96 < (SPAV-100)/12 < 1,96] = 0,95,

millest

P(100 — 1,96x12 < SPAV <100 + 1,96x12) = P(76,5 < SPAV < 123,5) = 0,95.
Seega jddb 95% piimaveiste SPAV vahemikku 76,5-123,5 punkti.
Samuti saab nditeks leida, kui suur on iile 120-punktilise SPAV-ga veiste hulk.

P(SPAV >120) =1 — P(SPAV < 120) = 1 — P[(SPAV-100)/12 < (120-100)/12]

=1-d(1,667)=1-0,952 = 0,048.

Seega peaks enam kui 120-punktlise SPAV-ga olema eeldatavalt 4,8% Eesti piima-
veiseid.

2.3.2 y*-jaotus

Def. Soltumatute standardse normaaljaotusega juhuslike suuruste Xi,...,Xn ruutude summa on y’-
jaotusega vabadusastmete arvuga n. Stimbolite kaudu defineeritult: kui X,,..., X, on sdltumatud
juhuslikud suurused, kus Xi ~ N(0,1), i=1...,n, siis

YXE~ M) ja X 6i- X2~ 20-1),
i=1 i=1

kus X =130 X;.

Kui X ~ z*(n), siis E(X)=n ja var(X)=2n.

10
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2.3.3 F-jaotus

Def. Kui juhuslikud suurused U ~ y°(ki) ja V ~ y%(k:) ning U ja V on sdltumatud, siis on juhuslik
suurus Z F-jaotusega:
_U/k

Z
V ks

~ F(kik2).

Jaotuse parameetrid k; ja k, on positiivsed tdisarvud, mida nimetatakse F-jaotuse vabadusastmeteks
(inglise keeles degrees of freedom).

2.3.4 Student’i t-jaotus

Def. Kui juhuslik suurus X ~ N(0,1) ja juhuslik suurus Y ~ »*(n), kusjuures X ja Y on sdltumatud, siis

zZ=-X_ M),

NGl

ehk Z on t-jaotusega vabadusastmete arvuga n.

Matemaatilise statistika rakenduste tarvis on oluline tulemus, et kui Xi ~ N(«,c%), i=1...,n, siis

XK _tn-1),

s/a/n
kus X =430, Xi ja s =752 (Xi - X) .
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2.4 PARAMEETRITE HINDAMINE

Kui me ka teame, mis teoreetilisele jaotusele meie poolt uuritav suurus oma olemuselt vastab, ei tea
me siiski selle jaotuse parameetreid. Viimased tuleb hinnata tuginedes andmetele (valimile). Vastav
arvutusvalem on lihtsamal juhul leitav intuitiivselt (nd mdaistlikkuse printsiibist 1dhtudes — néiteks on
loomulik votta keskvddrtuse hinnanguks valimi aritmeetiline keskmine). Keerulisemal juhul ei pruugi
aga intuitsioonist piisata vdi peab seda intuitsiooni vdhemalt kontrollima. Matemaatiline statistika
pakub mitmeid vdimalusi parameetrite hindamisvalemite teoreetiliseks konstrueerimiseks ning
saadavate hinnangute headuse iile otsustamiseks. Levinuimad meetodid on suurima tdepédra meetod ja
vihimruutude meetod.

2.4.1 Suurima téepara meetod (maximum likelihood method, ML-meetod)

Suurima tdepdra meetodit kasutatakse siis, kui teoreetiline jaotus on teada ja hinnatav parameeter
kujutab enesest selle teoreetilise jaotuse tihedus- vdi tdendosusfunktsiooni parameetrit (argumenti).
Hinnanguks on siis loomulik valida see parameetri vddrtus, mis realiseerunud juhul (st uuritavate
andmete korral) kdige paremini sobib ehk teisisdnu on antud valimi jaoks tdepdraseim vadrtus. Et
eelduse kohaselt sdltub hinnatavast parameetrist ka tildkogumi jaotus, siis on hinnangule vastav jaotus
tdepdraseim antud valimi jaoks.

Teoreetilise definitsioonina sdnastades: parameetri @ suurima tdepéra hinnanguks nimetatakse véértust

A

6, mille korral tdepdrafunktsioon L(#) saavutab maksimaalse vddrtuse oma parameeterruumis,

f;6)- F(Xx260)-...- f(Xn;0), pideval juhul,

L©O) = { P(Xi;0) - POz 6) - .- P(Xn; 6), diskreetsel juhul.

Tdeparafunktsioon kujutab enesest sama valemit, mis tihedusfunktsioongi. Erinevus seisneb selles, et
tdeparafunktsioonis loetakse vastupidiselt teoreetilistele jaotustele fikseerituks andmete osa (meil on ju
olemas mingid realiseerunud vaartused) ja juhuslikuks, kirjeldamist vajavaks, parameetrite osa. Juhul,
kui tihedus- vdi tdendosusfunktsiooni abil defineeritud teoreetiline jaotus vastab tegelikkusele, on
parameetrite suurima tdepéra hinnangud tdpseimad.

Niide. Olgu meil vaatluse all dialleelne lookus alleelide a ja A sagedustega populatsioo-
nis vastavalt p ja 1 — p. Ja olgu eelnevalt ka teada, et alleeli a sagedus saab olla kas V4 v&i
Va, st pe {¥2;%4}. Olgu meil kaks vaatlust: X;=‘a’ ja X,=‘a’. Kumb on tdeparasem hinnang
p-le, kas 2 voi Y4?

Tdepirafunktsioon: L(p) = P(X=x;)xP(X=x,) = p’, millest L(12) = V4, L(¥4) = "/s.

Kuna L(%2) > L(%), siis p = )% on suurima tdepira hinnang p-le.

2.4.2 Vahimruutude meetod (least square method, LS-meetod)

Vihimruutude meetod ei eelda mingi tihedus- vdi tdendosusfunktsiooni kasutamist, mistdttu on selle
abil saadavad hinnangud sageli lihtsamal kujul vdrreldes teiste hindamismeetoditega. Nagu suurima
tdepdra meetod, piitiab vahimruutude meetodki valida hinnanguks seda parameetri vadrtust, mis reali-
seerunud juhul (uuritavate andmete korral) kdige paremini sobib. Ainult sobivus on defineeritud pisut
teisel kujul — parim hinnang on selline, mille korral ruuterinevus realiseerunud véértuste ja parameetri
hinnangule vastavate vadrtuste vahel on minimaalne.

Niiteks lineaarse regressioonivorrandi E(Y)=a+bX parameetrite hinnangufunktsioonid (2.13) on
tuletatud just vdhimruutude meetodil, minimiseerides avaldise

E[Y —(@a+bX)]* - min

aja b suhtes.
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2.4.3 Hinnangute omadused

Def. Parameetri § hinnangut nimetatakse nihketa hinnanguks (unbiased), kui E(@) =8 ; ehk hinnang
on ,.keskmiselt dige, puudub siistemaatiline viga.

Naiteks on valimi keskmine nihketa hinnanguks populatsiooni keskvéartusele — valimi
keskmine voib populatsiooni keskvédrtusest olla samavdrra vdiksem kui suurem, olles
seega keskmiselt dige.

Matemaatiliselt tdestab vdite, et valimi (juhusliku suuruse realiseerunud viartuste)
keskmine X =13 X on nihketa hinnang populatsiooni (juhusliku suuruse) keskvéirtusele
E(X), jargmine keskvairtuse 4. ja 5. omadust kasutav vorduste jada:

D=EV/ S x)= 1/ S Ex)= 1 _
E(X) E(AEX.) Azliff)) VnE(X) = E(X).
Valimi maksimum saab olla vaid vidiksem v&i vdrdne populatsiooni maksimumiga
(valimis ei saa olla suuremaid viairtuseid kui populatsioonis, samas vdib kuitahes suure
valimi korral ikka juhtuda, et populatsioonis ,,jookseb ringi moni veel suurema vairtusega
indiviid®). Seega on valimi maksimum populatsiooni maksimumi nihkega hinnanguks (vt
ka joonis 2.2).

Def. Parameetri 6 hinnangut @ nimetatakse efektiivseks hinnanguks, kui var(d) on vihim kdigi para-
meetri 6 nihketa hinnangute dispersioonide hulgas; ehk — efektiivne hinnang on tdpseim hinnang.

Nditeks on valimi keskmine populatsiooni keskviirtusele tdpsem hinnang vorreldes
valimi miinimumi ja maksimumi poolsummaga. Viimane annab ka keskmiselt Gige
hinnangu populatsiooni keskviirtusele, olles seega nihketa hinnanguks, aga hinnangu
varieeruvus on mérksa suurem vdrreldes aritmeetilise keskmise varieeruvusega (joonis
2.3). See on ka pohjus, miks populatsiooni keskvéartust hinnatakse ikka valmi keskmise
ja mitte miinimumi ja maksimumi poolsumma kujul.

o o
5 ™ o N 5 @ o
2 ] o S Keskwiartus
§ o~ @ A % & N
= — o o = —
e o o @ e o |
2 =] o Keskvaartus g 7]
~ 3 o ~
e T T T e T T T
3 4 5 3 7 90 95 10.0 105 11.0
Kalmekimne uurija hinnangud keskwaartusele Kaolmekumne uurija hinnangud keskvaartusele
madtmistulemuste keskmise naol aritmeetilise keskmise naol
o X A >
T " | Populatsiooni s° o ° T ] °
i . o @ =) @ o
£ o | maksimum - s o | o s ®
= o ° @ ERERS o o @ o
2 o] o ° o ° 2 o] o 2 - Keskyaartus
I = 7 @ 2 ° ¢ = = I3 ¢ o ¢
g T o e o g B ° i ° ° o
e T T T T = \ T T T
3 9 10 90 95 100 105 11.0
kolmekimne uurija hinnang maksimumile
madtmistulemuste maksimumi naol Kaolmekumne uurija hinnangud keskvaartusele kujul {max+min}/2
Joonis 2.2. Niide nihketa ja nihkega hinnangust. Joonis 2.3. Niide tdpsemast (efektiivsest) ja vdhem-

tdpsemast hindamismeetodist

2.4.4 Hinnangu standardviga

Et andmete alusel leitud parameetri 6 hinnang & on juhuslik suurus, siis eksisteerib tal ka dispersioon
var(d) . Viimane on aga jillegi tundmatu tildkogumi parameeter. Seega, et saada tegelikkuses aimu
oma andmete alusel leitud parameetri hinnangu tédpsusest, tuleb andmetest hinnata ka hinnangu
dispersioon, millest reeglina parema mdistetavuse huvides vdetakse veel ruutjuur (et saada
varieeruvuse hinnangut samal skaalal parameetri endaga).
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Def. Hinnangu standardhélbe hinnangut nimetatakse hinnangu standardveaks:

se(d) = [var() . (2.15)

Niide. Keskviirtuse E(X) = 4 hinnangu fz=X dispersiooni hinnang on var(i) = s*/n ja
standardviga on

) — _S
se(X) = ,
) J/n
kus s on valimi dispersioon ja s valimi standardhilve.

Saadud valem tuleneb dispersiooni 3.-5. omadusest kujul:
o /<o 1/ < N | _ var(X)
X) = > Xi) = > Xi) = nvar(X)=—-=

var(X) var(Ai:1 ) nzi:1vif((x;) Az var(X) ot

millest ruutjuure vStmise ja populatsiooni standardhilbe ¢ tema hinnanguga (valimi
standardhilbega) s asendamise jérel on tulemuseks keskmise standardvea valem.
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2.5 PRAKTIKUM
2.5.1 Ulesanded

1. Holsteini tdugu veistel domineerib musta varvust méérav alleel (B) punast vdrvust méérava alleeli
(b) iile ning viimase sagedus populatsioonis on 1/20.

a) Leidke, kui suur on tdendosus, et seemendades mustakirjut lehma mustakirju pulli spermaga on
tulemuseks punasekirju vasikas (eeldades seejuures, et vanemate eellaste viarvuse kohta info
puudub)?

b) Teades, et mustakirju lehma ja mustakirju pulli esimene jarglane oli punasekirju lehmvasikas,
kui suur on tdendosus, et sama vanempaari jargmise jarglasena siinniks punasekirju pullvasikas?
Aga mustakirju lehmvasikas?

2. Piimaveiste suhteline piimajoudluse aretusvédidrtus SPAV véljendatakse punktides keskviirtusega
100 ja standardhélbega 12 punkti, seejuures eeldatavalt SPAV ~ N(100, 12).

Leidke,

a) kui suur peab olema veise SPAV selleks, et ta kuuluks oma tdu 10% paremate loomade hulka;
b) protsentuaalselt kui suure hulga loomade SPAV on viiksem kui 100 punkti;

¢) protsentuaalselt kui suure hulga loomade SPAV on iile 130 punkti.

PS. Standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni viirtus kohal x, ®(x), on MS Excelis leitav funkt-
siooniga NORM.S.DIST(x;TRUE) (Excel 2003-s funktsiooniga NORMSDIST(X)) ja jaotus-
funktsiooni poordfunktsiooni viirtus kohal p (so arv, millest vdiksemaid vairtusi esineb standard-
se normaaljaotuse puhul tdendosusega p), ®'(p), funktsiooniga NORM.S.INV(p) (Excel 2003-s
funktsiooniga NORMSINV(p)).

2.5.2 Ulesannete lahendused

1. a)

Seemendades mustakirjut lehma mustakirju pulli spermaga, on vdimaliku neli alternatiivset ema ja
isa genotiilipide kombinatsiooni:

e esiteks vdivad nii ema kui ka isa olla homosiigootsed musta vérvust méidrava alleeli B suhtes,
so genotiitibiga BB;

e teiseks vdib ema olla punase geeni kandja heterosiigootse genotiiiibiga Bb (vdi bB) ja isa
homostigootne genotiiiibiga BB;

e kolmandaks vdib ema olla homosiigootne genotiilibiga BB ja isa punase geeni kandja
genotiiiibiga Bb (vdi bB);

¢ neljandaks v&ivad nii ema kui ka isa olla punase geeni kandjad genotiiiibiga Bb (vdi bB).

Et mdlemad vanemad olid mustakirjud, ei saa nende genotiiiip olla bb (sellised loomad on
punasekirjud).

Kuna heterosiigootsetel genotiiiipidel Bb ja bB vahet ei ole, v6ib neid kisitleda iihiselt, kasutades
néiteks tdhistust Bb.

Vottes arvesse mustakirjude vanemate genotiitipide kdikvdimalikud variandid, on jirglase punase-
kirjuna, so genotiiiibiga bb, siindimise tdendosus avaldatav tdistdendosuse valemi (2.8) abil kujul

P(bb) = P(bb | BB x BB) P(BB x BB) + P(bb | Bb x BB) P(Bb x BB) + P(bb | BB x Bb) P(BB x Bb)
+ P(bb | Bb x Bb) P(Bb x Bb).

Vorduse paremal pool olevaist liidetavaist on nullist erinev vaid viimane, sest esimese kolme
voimaliku vanempaari korral ei saa jarglase genotiiiip olla bb (ehk vastavad tinglikud tdendosused
vorduvad nulliga). Seega P(bb) = P(bb | Bb x Bb) P(Bb x Bb).
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Kui punast virvust méirava alleeli b sagedus populatsioonis on 1/20, siis on musta vérvust
médrava alleeli B sagedus P(B) =1 — P(b) = 19/20 ja heterosiigootsete loomade (genotiiiibiga Bb
punase geeni kandjate) osakaal populatsioonis on Hardy-Weinbergi seaduse eeldusel
P(Bb) = 2%(19/20)*(1/20) = 19/200.

Eeldades, et vanemate valikul ei arvestata nende genotiilipi, on ema ja isa heterosiigootseks
osutumise néol tegu sdltumatute stindmustega, mistap avaldub heterosiigootse vanempaari saamise
tdendosus kujul

P(Bb x Bb) = P(Bb) x P(Bb) = 19/200 x 19/200 = 361/40000 = 0,009025.
Vastavalt Mendeli II seadusele P(bb | Bb x Bb) = % = 0,25.

Kokkuvdttes:

P(bb) = P(bb | Bb x Bb) P(Bb x Bb) = 0,009025 x 0,25 = 0,00226.

Seega peaks 1000-st mustakirjude vanemate jarglasest keskmiselt 2-3 olema punasekirjud.

b)

Teadmine, et mustakirju lehma ja mustakirju pulli esimene jarglane oli punasekirju vasikas, titleb,
et mdlemad vanemad pidid olema punast virvust méérava alleeli kandjad genotiiiibiga Bb.

Tdendosus, et sama vanempaari jirgmise jirglasena siinnib punasekirju, so genotiiiibiga bb,
vasikas, avaldub vastavalt Medeli I seadusele kujul P(bb | Bb x Bb) = Va.

Tdendosus, et siinnib pullvasikas, on V5.

Et vasika vérvus ja sugu on sdltumatud, samuti ei sdltu vasika sugu vanemate genotiiiibist, on
punasekirju pullvasika stindimise tdendosus

P(bb n pullvasikas | Bb x Bb)
= P(bb | Bb x Bb) P(pullvasikas | Bb x Bb) = P(bb | Bb x Bb) P(pullvasikas) = Y4 x 5 =%,

Mustakirju lehmvasikas (genotiiiibiga BB vdi Bb) siinnib vastavalt Mendeli seadustele ning soo ja
vanemate genotiiiibi sdltumatuse eeldusel tdendosusega

P[(BB u Bb) n lehmvasikas | Bb x Bb]
= [P(BB | Bb x Bb) + P(Bb | Bb x Bb)] P(lehmvasikas) = (Y4 + %) x Ya =% x V2 =%.
2. a) Otsitav suurus X on matemaatiliselt avaldatav seosena P(SPAV > x) = 0,1.
Vastavalt jaotusfunktsiooni omadustele kehtib siis ka seos P(SPAV < x) = F(x) = 0,9.
Kuna SPAV ~ N(100, 12), siis (SPAV-100)/12 ~ N(0, 1) ja F(x) = O[(x—100)/12] = 0,9.

Standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni argument z = (x—100)/12, mis vastab jaotusfunktsioo-
ni védrtusele ®(z) = 0,9, on 1,28 (leitav on see nditeks Excelis funktiooniga =NORM.S.INV(0,9)).

Seega z = (x—100)/12 = 1,28, millest x =100 + 1,28x12 = 1154.

Vastus: oma tou 10% paremate loomade hulka kuulumiseks peab SPAV olema iile 115 punkti.

b) P(SPAV < 100)=?
Kuna SPAV ~ N(100, 12) ja normaaljaotuse puhul langevad keskmine ja mediaan kokku, on 50%
loomade SPAV viiksem kui 100 punkti ja 50% loomade SPAV suurem kui 100 punkti. St, et
P(SPAV <100) =0,5.
¢) P(SPAV > 130)=7?

P(SPAV > 130) = | — P(SPAV < 130) = 1 — P[(SPAV-100)/12 < (130-100)/12] = 1 — ®(2.5)
=1-0,994 = 0,006.

Seega peaks enam kui 130-punktlise SPAV-ga olema eeldatavalt 0,6% Eesti piimaveiseid.
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