VL.0192 Loomade aretusvaartuse hindamine ja aretusprogrammid

SISSEJUHATUS MAATRIKSALGEBRASSE
1.1 DEFINITSIOONID

1.1.1 Maatriks, vektor, skalaar
Def. Maatriksiks nimetatakse ridadesse ja veergudesse (tabelisse) paigutatud elementide hulka.

Maatriksi elementideks vdivad olla arvud, matemaatilised avaldised, teised maatriksid. Maatrikseid
téhistatakse tavaliselt trikitdhtedega ja nende elemente vastavate Kirjatdhtedega, lisades vajadusel
indeksid.

(247

_(6111 a &) _
Naiteks A_K VoI A_K685J‘

a1 ax azs)
Def. Maatriksi dimensiooniks (jarguks, suuruseks) nimetatakse tema ridade ja veergude arvu.
Néiteks ulaltoodud maatriks A on 2x3-maatriks.

Vahel néidatakse maatriksi jark &ra alumises indeksis - A.s.

Def. Vektoriks nimetatakse maatriksit, millel on vaid ks rida v6i Uks veerg, ja kdneldakse siis
vastavalt rea- vBi veeruvektorist. Kui pole tapselt maaratletud, kas on tegu rea- vdi veeruvektoriga,
mdoistetakse vektori all veeruvektorit. Vektori elementide tahistamisel kasutatakse vaid Uht indeksit.

_ (6)
Naiteks x = LSJ .

9
Def. Skalaariks nimetatakse maatriksit, millel on 1 rida ja 1 veerg, s.t. 1x1-maatriksit.

Naiteks A =1.

1.1.2 Erikujulised maatriksid

Def. Ruutmaatriksiks_nimetatakse maatriksit, mille ridade ja veergude arv on vérdsed. Vastasel juhul
on tegu ristkilikmaatriksiga. Kdik vektorid on ristkilikmaatriksid.

Def. Diagonaalmaatriksiks nimetatakse ruutmaatriksit, mille kdik véljaspool peadiagonaali paik-
nevad elemendid vorduvad nulliga (di; = 0, kui i # j).

Naiteks annzt DRl OJ Vol B:LO 34 OJ.
Co 009
0 0 - dm

Def. Uhikmaatriksiks nimetatakse diagonaalmaatriksit, mille peadiagonaali elemendid vorduvad
iihega. Uhikmaatriksit tahistatakse:
(10 - 0)
-

1
ey

oo

00---1

Def. Ruutmaatriksit, mille kdik elemendid allpool (llalpool) peadiagonaali v@rduvad nulliga,
nimetatakse alumiseks (tlemiseks) kolmnurkmaatriksiks.
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Sissejuhatus maatriksalgebrasse

(
Naiteks maatriksid E = L

OO w
o o1 o,
N WS

)
J jaF= (2 (7)) on vastavalt Glemine ja alumine

kolmnurkmaatriks.

Def. SUmmeetriline maatriks on ruutmaatriks, mille tlalpool peadiagonaali paiknevad elemendid on
vordsed vastavate allpool peadiagonaali paiknevate elementidega, s.t. element a; on vordne
elemendiga a;.

Néiteks maatriks A = L

oocn-b
w o1 o,
O W

J on siimmeetriline, sest a;, =a, =6, a3 =as; =8 ja

A =asp=3.

Def. Blokkmaatriksiks nimetatakse maatriksit, mille elementideks on omakorda maatriksid.

312 3|1 2
NéiteksC:[254}:[“‘254}:(g o) kusa=3,b=12,d=(2] jaB=(53).
112 111 2
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1.2 MAATRIKSOPERATSIOONID

1.2.1 Liitmine ja lahutamine

Kahte maatriksit saab liita ja lahutada vaid siis, kui neil on sama arv ridu ja veerge, s.t. nad on sama
jarku.

Maatrikseid liidetakse ja lahutatakse elementide kaupa.
Seega, kuiC=A+B ja E = A-B, siis Cij=a;+ bij ja €ijj = ajj — bij.

(40 21) (7 5)
Naide. A:K35 _20) ' B:K_G 32) '
. ((40+7 21+5 ) _(47 26)
Sl C=A+B={35.,'g) 20+32) ~\29 12/
((40-7 21-5)_(33 16)

E=A-B=l35_(6) 20-32) 41 52/

1.2.2 Korrutamine
Maatriksi korrutamisel skalaariga korrutatakse sellega I&bi maatriksi iga element.

_ (40 21\ . (2x40 2x21 ) (80 42)
Naide. k=2, A={35 0SS KA={3, 35 2« (20)) =\70 —40)"

Kahte maatriksit saab omavahel korrutada, kui esimese maatriksi veergude arv on v@rdne teise
maatriksi ridade arvuga. Korrutismaatriksi ridade arv on vGrdne esimese maatriksi ridade arvuga ja
veergude arv teise maatriksi veergude arvuga:

Cnxm = Ankakxm .

Korrutismaatriksi element kohal ij (reas i veerus j) leitakse kui esimese maatriksi i-nda rea ja teise
maatriksi j-nda veeru vastavate elementide korrutiste summa:

Cij = Zﬁzlaihbhj .

(14 1) (2 5)
Naide. A:Lg g (l)J B:Lg ﬂ

Maatriksi C = AB elemendid leitakse jargmiselt:
Cyu=12+44+(-1)6=12 (maatriksi A 1. rida korrutatuna maatriksi B 1. veeruga),

)y =22+54+06=24 (A 2. rida korrutatuna B 1. veeruga),
C31=32+64+16=36 (A 3. rida korrutatuna B 1. veeruga),
C,=15+43+(-1)1=16 (A 1. rida korrutatuna B 2. veeruga),
Cp=25+53+01=25 (A 2. rida korrutatuna B 2. veeruga),
€3=35+63+11=34 (A 3. rida korrutatuna B 2. veeruga).
12 16
Seega C=|24 25|.
36 34

Seejuures on maatriks C 3x2-maatriks, kus 3 on maatriksi A ridade arv ja 2 on maatriksi
B veergude arv.
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Sissejuhatus maatriksalgebrasse

Omadused
1. AB =BA.
2. 1A= Al =A kus I on Uhikmaatriks.
3. ABC =A(BC) = (AB)C.
4. AB+C)=AB + AC.

1.2.3 Maatriksite otsekorrutis
Def. Maatriksite G,.m ja Aws Otsekorrutiseks (Kroneckeri korrutiseks) nimetatakse maatriksit
A®B,
kus maatriksi A iga element on korrutatud terve maatriksiga B.
Saadud korrutismaatriks on jarku ntxms.

(10 020 5 0 10)
010 40 0 5 20
10 40 10 5 20 5
5 010 20 0 40
0 520 0 20 80
520 5 20 80 20

( )
N&%.Gz(% £),A:L J,A@G:

R OoOR
AR O
NN

Otsekorrutis leiab rakendust mitmemddtmelisel analiisil, s.t. kui soovitakse korraga hinnata faktorite
mdju enam kui Uhele tunnusele (néiteks geneetilise korrelatsiooni arvutamisel).

1.2.4 Transponeerimine, ortogonaalsed ja idempotentsed maatriksid

Def. Maatriksi A transponeeritud maatriks, mida tahistatakse tavaliselt A’ voi AT, saadakse,
vahetades esialgse maatriksi read ja veerud, s.t. kui B = A", siis bji = ajj .

(3 2)
Naide. Kui A:Ll 1J siis AT:@ i g) .
40
Omadused
1. (AN =A.

2. Kui A on stimmeetriline, siis A = A'.
3. (A+B)" = AT+B",
4. (AB)'=B'A",

Néide. Jargnevas tabelis on toodud viie eesti holsteini tdugu pulli suhtelised aretus-
vaartused (nditavad looma geneetilist paremust vdi halvemust vorreldes populatsiooni
keskmisega, mis on 100 punkti).

Pull  SPAV  SSAV SVAV SGAV STAV Poegimis-

kergus
A 124 92 90 87 97 87
B 122 104 101 101 98 74
C 126 111 107 105 114 81
D 111 118 110 103 112 93
E 119 100 98 89 114 124

SPAV on suhteline piimaj6udluse, SSAV on suhteline udara tervise, SVAV on suhteline valimiku,
SGAV on suhteline sigivuse ja STAV on suhteline kasutusea aretusvaaartus.
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Suhteline Uldaretusvééartus, SKAV, leitakse Eestis valemiga
SKAV = 0,5*SPAV + 0,25*SSAV + 0,25*SVAV.

Eesmargiks on leida Uhe maatrikstehtega kd&igi pullide suhtelised Uldaretusvéartused
SKAV ja lisaks ka no keskmised aretusvéaartused, KeskSAV, omistades kdigile kkuele
tabelis toodud suhtelisele aretusvéaértusele vordse kaalu 1/6.

Moodustame tabelis toodud pullide suhtelistest aretusvéaértustest 5x6 maatriksi B nii, et
igale pullile vastab Uks maatriksi rida ja igale suhtelisele aretusvéartusele ks maatriksi
veerg:

124 92 90 87 97 87
122 104 101 101 98 74
B=|126 111 107 105 114 81|.
111 118 110 103 112 93
119 100 98 89 114 124

Suhteliste Uldaretusvéartuste ja né keskmiste aretusvadrtuste tarvis moodustame 2x6
maatriksi K, kus erinevad read vastavad erinevatele arvutamistvajavatele aretusvaartus-
tele ja iga veerg vastab Uhele suhtelisele aretusvaartusele (tabelis toodud jérjekorras):

<(hh AR

Kaigi pullide SKAV ja KeskSAV on siis leitavad maatrikstehtega BK', mis on vastavalt
transponeerimise 4. ja 1. omadusele identne maatrikstehtega (KB)". Tulemuseks on 5x2
maatriks, mille iga rida vastab Uhele pullile ja iga veerg lhele kokkuvGtlikule aretus-
véértusele:

124 92 90 87 97 87
122 104 101 101 98 74 .
BK' =|126 111 107 105 114 81 x(}yj ? é ;/) }9 }9)
111118 110 103 112 93| \/6 76 /6 /6 J6 7%
110 100 98 89 114 124
124 92 90 87 97 87 };}}ﬁ 107,5 96,2
122104 101 101 98 74| | % 7%| | 11231000
=| 126 111107 105 114 81 || 7§ ¢ |=|117,5 107,3 |
111118110 103112 93| | g7 | | 1125 107,8
119100 98 89114 124) | ¢ | (10901073
6

Arvuliselt sama tulemuse saab ka maatrikskorrutise KB' abil, ainult sellisel juhul on
tulemusmaatriks 2x5 maatriks, milles igale pullile vastab Uks veerg ja kokkuvGtlikud
aretusvaartused paiknevad eri ridades:

124 92 90 87 97 87)

122 104 101 101 98 74
KB :@é ? é }9 ; ;jx 126 111107 105 114 81
676 /6 /6 76 /6) | 111118 110 103 112 93
119100 98 89 114 124
124 122 126 111 119
92 104 111 118 100
(% %% 00 0) | 90101107 110 98| (107,5 1123 117,5 1125 109,0
=% %Yy i y)*| 87108105103 89 || 96,2 100,0 107,3 107,8 107,3)°
97 98 114 112 114
87 74 81 93124

Tulemusi vaadates ilmneb, et suhtelise tldaretusvaartuse SKAV jérgi on pullide paremus-
jarjestus C, D, B, E, A, keskmise suhtelise aretusvaartuse KeskSAV jérgi aga D, C-E, B,
A. Erinevused tulenevad sellest, et erinevad kokkuvdtlikud aretusvéartused vétavad
erinevaid tunnuseid arvesse erineva kaaluga.
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Sissejuhatus maatriksalgebrasse

Def. Maatriksit nimetatakse idempotentseks, kui tema korrutis iseendaga annab tulemuseks iseenda,
s.t. maatriks A on idempotentne, kui

AA=A.

Vaid ruutmaatriks saab olla idempotentne.

Def. Ortogonaalne maatriks on ruutmaatriks, mille korrutis oma transponeeritud maatriksiga vordub
Uhikmaatriksiga — maatriks U on ortogonaalne, kui

uu'=U"U=1.

1.2.5 Determinant
Def. Olgu maatriks A 2x2-maatriks. Tema determinandiks nimetatakse suurust
| Al= @182z — 82821 .

Vahel tahistatakse determinanti ka det(A).
Enam kui kahedimensionaalse ruutmaatriksi determinant on leitav valemist

|AE Y- Al

kus a;; on maatriksi A i. reas ja j. veerus paiknev element, i mérgib maatriksi A suvalist rida ning Aj;
on maatriksi A alammaatriks, mis on saadud esialgsest maatriksist i. rea ja j. veeru drajatmise
tulemusena. Sellist alammaatriksit nimetatakse miinoriks.

Def. Maatriksit nimetatakse singulaarseks, kui tema determinant vdrdub nulliga, ja mitte-
singulaarseks, kui tema determinant on nullist suurem.

Omadused
1. [AHAT].
2. Kui maatriksid A ja B on sama jarku ruutmaatriksid, siis | ABHBAHA||B|.
3. |aAE«"|A|, A on nxn-maatriks ja « suvaline skalaar.

4. |1, E1.

5

. Kui maatriksi vahemalt Uks rida vBi veerg koosneb nullidest, on vordne vdi proportsionaalne
mdne teise rea vBi veeruga vOi avaldub teiste ridade vdi veergude lineaarkombinatsioonina, on
maatriksi determinant null.

6. Diagonaalmaatriksi determinant vérdub tema diagonaalielementide korrutisega, s.t. kui

(diz 0 -~ 0)
D:L? dzz - ‘?J,siis|D|=ﬁdn.
. . o« . i=1
0 0 0 du
111
Naide 1. A=L1 3 2J .
121

Vottes i =1, s.t. kasutades arvutamisel maatriksi A esimese rea elemente ja nendele
vastavaid miinoreid, avaldub determinant kujul

32 12 13
21 11 12

Sama tulemuse saaksime ka teisi ridasid (s.t. i =2 vdi 3) aluseks vottes, samuti kasutades
rea asemel veergu ja sellele vastavaid miinoreid.

| A IZ 1. (_1)1+1 +1- (_1)1+2 +1- (_1)1+3

=1.68-4) - 1-0-2 +1-2-3 =-1.
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4 20)

Vastavalt maatriksi determinandi 5. omadusele peab |B| = 0, sest maatriksi B teine veerg
on vordne 5-kordse esimese veeruga.

Kontrollime: |B|=2x20-4x10=0.

Nide 2. B:(Z 10)

1.2.6 P66rdmaatriks

Def. Maatriksi A péordmaatriks A on maatriks, millega esialgset maatriksit vasakult v3i paremalt
korrutades on tulemuseks thikmaatriks:

AA=] ja ATA=1.
Poordmaatriks leidub igal mittenullilise determinandiga (mittesingulaarsel) ruutmaatriksil.
Uldine valem maatriksi A péordmaatriksi A elementide leidmiseks on jargmine
D" AT

-1
|‘ ‘l

kus aj' tahistab maatriksi A" ij.-t elementi ja ATy on maatriksi A transponeeritud maatriksi AT ij.
miinor.
Kui A on 2x2-maatriks, avaldub tema po6rdmaatriks kujul

Al 1 [ ax -ao)
w182 — aan a2 aw/-

Poordmaatriksit rakendatakse naiteks lineaarvorranditestisteemide lahendamisel: korrutades
maatriksvorduse Ax=c mdlemad pooled vasakult 1&bi kordajate maatriksi A pddrdmaatriksiga,

saame lahendivektori x kujul x = A™c.

(84) pa_ 1 (4 -4)_(05 -05)
Naide 1. A= k 4) A 84 64\6 SJ_K—0,75 1).
_ —0,5) (8x0,5+4x(-0,75) 8x(-0,5+4x1) (10
Kontroll. AA™ ( j( 075 1 j_(6x0,5+4><(—0,75) 6x(-0,5+4x1)-(01)
—X+3y=7
Néide 2. Olgu tarvis lahendada lineaarvdrranditeststeem 42y +z=13 .
X+4z=5
(<13 0)\(x) (7)
Sama stisteem maatrikskujul on Ax=c: L 02 1JLyJ=L13J,
10 4)\z 5
(x) (-1 3 0) l( 7V (-16 24 06\ 7) (17)
miIIestL J L 02 1J L13J:L -02 08 02JL13J L 8)
104 5 04 06 04/\ 5 3

ehk x=17, y=8 ja z=-3.

P6ordmaatriks viimatises maatriksvorduses on saadud jargnevalt:
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-130)"
Al=|l 021
104
20 30 32
1x -1x 1x
I 8 12 3) (-16 24 —06
=1]_1x 1x ~1x =11 4 1]=/-02 08 -02 |
Z 14 04 01| 2
2 3 -2 04 06 04
P R S N
20 30 32
-130) (-101
sest AT=| 02 1| =| 3 2 0 |jadeterminant
104 014
130
Al=| 021 :—1><Sil'1—3>< ) }1+0x2§:—8+3+0:—5.
104

Omadused

(A=A,

. |A™ |5 A[™, kui A on mittesingulaarne.

(AL =(A YT,

. (ABC)*=C'B'A™; A, B, C - mittesingulaarsed.

. Diagonaalmaatriksi podrdmaatriks on samuti diagonaalmaatriks, kusjuures tema diagonaali-
elementideks on esialgse maatriksi diagonaalielementide po6rdelemendid, s.t. kui

d, 0 - 0 Yd, 0 - O
p=| ¢ % 9 |bispro| O Va0
0 0 0d, 0 0 0d,

1.2.7 Lineaarne s6ltumatus ja maatriksi astak

Def. Maatriksit A nimetatakse lineaarselt séltumatuks, kui ei leidu Uhtki vektorit k peale nullvektori
0, mille korral Ak =0.

Def. Maatriksi astakuks nimetatakse tema maksimaalset lineaarselt sGltumatute ridade v6i veergude
arvu. Maatriksi A astakut tahistatakse r(A). Kui ruutmaatriksi astak vérdub tema ridade v6i veergude
arvuga, siis oeldakse, et maatriks on taisastakuga.

NB! Kui ruutmaatriks ei ole téisastakuga, siis vordub tema determinant nulliga ja p66rdmaatriksit ei
eksisteeri.

Omadused

1.

r(A) =r(AT) =r(ATA) =r(AA").

2. Kui A on pxg-maatriks, siis r(A) <min(p, q) .
3.
4. Kui A on pxg-maatriks ja B gxr-maatriks, siis r(AB) < min [r(A), r(B)].

Kui A ja B on pxg-maatriksid, siis r(A+B) <r(A)+r(B).
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321
Naide. E={4 3 0 |.
751

Maatriksi E astak r(E) =2, sest kolmas rida avaldub kahe esimese rea summana ja seega
ei saa lineaarselt sltumatuid ridu olla rohkem kui kaks.

Seega ka | E|=0 ja poordmaatriksit E™ ei leidu.

1.2.8 Uldistatud pdérdmaatriks

Def. Maatriksi A uldistatud podrdmaatriksiks nimetatakse maatriksit A™, mis rahuldab vordust
AAA=A.

Uldistatud po6rdmaatriks ei ole tiheselt maaratud ja voib olla leitud mitmel erineval viisil. Lihtsaim
viis maatriksi A uldistatud podrdmaatriksi A~ leidmiseks on

o v0tta maatriksist A valja maksimaalne lineaarselt séltumatu alammaatriks (miinor) B,
o leida selle podrdmaatriks B,

o asendada maatriksis A miinor B tema pddrdmaatriksiga B™ ning koik lejaanud elemendid
nullidega.

Naide. Eelmises naites toodud maatriksi E maksimaalne lineaarselt séltumatu miinor on

£_(32) 3 -2)

\43) Selle pddrdmaatriks F‘lz(_4 3) ning maatriksi E 0ldistatud poord-

maatriks E~ esitub kujul
(3 -20)

E’:L—4 3 OJ.
0 00

1.2.9 Jélg
Def. Ruutmaatriksi A jaljeks tr(A), nimetatakse tema peadiagonaalil paiknevate elementide summat:

tI’(A) = Zin:1 dii .

Omadused
1. tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).
2. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja a ja b on konstandid siistr(aA +bB) =atr(A) +btr(B).
3. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja leidub B™, siis tr(A) = tr(BAB™).
4. Kui A on idempotentne, siis tr(A) =r(A).
5. tr(A) =tr(AT).

(311 0)
Naide. A=L71 43 QJ’ tr(A) =3+ 43+ (-14)=32.
9 23 -14
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1.2.10 Omavaartused ja omavektorid *

Def. Skalaari A4 nimetatakse nxn-maatriksi A omavaartuseks (ladina juureks, karakteristlikuks
juureks), kui leidub selline nx1 mittenulliline vektor x, mis rahuldab vordust

Ax=AX,
ehk teisiti Gleskirjutatuna
(A—Al)x=0.
Seega on A maatriksi A omavaartus siis ja ainult siis, kui A— Al, on singulaarne, mis tdhendab et
|A-Al, 0.
Seda viimast vdrrandit nimetatakse karakteristlikuks vorrandiks.

Def. Maatriksi A kdigi omavaartuste hulka Ai:i=1...,n nimetatakse maatriksi A spektriks.

Def. Maatriksi A omavaartusele A vastavat mittenullilist vektorit x nimetatakse maatriksi A
omavektoriks. S.t., et mittenulliline vektor x on nxn-maatriksi A omavaéartusele A vastav omavektor
siis ja ainult siis kui ta on homogeense lineaarvorrandististeemi (A — Al,)z =0 lahendiks (z suhtes).

Omadused
1. Maatriksid A ja A" on samade omavéértustega.
2. Ruutmaatriksi A omavéartuste summa vordub tema jéljega ning korrutis determinandiga.
3. Simmeetrilise maatriksi astak vordub tema mittenulliliste omavéartuste arvuga.
4. Kui 4 on maatriksi A omavaartus, siis A on maatriksi A* omavaartus.
5

. Olgu B nxn-maatriks, D diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil paiknevad maatriksi B
omavéartused ning L nxn-maatriks, mis koosneb maatriksi B omavadrtustele vastavatest
omavektoritest. Kui L on mittesingulaarne, siis on maatriks B avaldatav kujul B=LDL™.

Naide, A:GJ ‘1‘)

Maatriksile A vastav karakteristlik vorrand on
(14) (20) 1-1 4
\9 1) "o &) 9 1-1

Kirjutades viimase determinandi lahti saame, et (1— 4)? —36 =0, millest maatriksi A
omavadrtused tulevad: 1=-5 ja A=7.

=0, s.t =0.

Leitud omavaartustele vastavate omavektorite leidmine pole enam nii lihtne. Siinkohal
vOiks vaid markida, et kuna

(1ay(2)__(2) . (14)(2)_,(2)
\9 1){-3)=\-3) 1B {91)(3)~"\3)

(2) (2)

siis on vektorid 3 ning |3 omavaartustele -5 ning 7 vastavad omavektorid

(rahuldavad vordust Ax = AX).

10
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1.2.11 Uldine maatriksfunktsioonide leidmise algoritm *

Olgu maatriks A ruutmaatriks. Mingi maatriksfunktsioon f(A) on kdige tldisemalt esitatav kujul
f(A) = f(h)Zu+ F'(h2)Zi+...+ T D) Zin +...+ T (M) Zia+ T (A2)Ziz + ..+ T "D An) Zin,
- i nZk fO™(2) Z; '
i1j-1
kus 4; on maatriksi A i. omavaartus ja indeks j margib selle kordsust, fY9(4;) on funktsiooni f (j-1).

tuletise vaartus kohal 4; ning Z;; on tiksnes maatriksist A (ja mitte funktsioonist f) sdltuv konstantne
maatriks.

Maatriksi A omavaartused leitakse vorrandist \A—M\:O ja konstantsete maatriksite Z; leidmiseks

konstrueeritakse vdimalikult lihtsatest maatriksi A funktsioonidest (a’la thikteisendus f(A) = I,
samasusteisendus f(A) = A, ruutteisendus f(A) = A? jne) vdrrandisiisteem dlaltoodud kujul. Seejuures
tuleb astmefunktsioonide f(A) = A" korral 0-maatriksist erinev vaid esimene kordseile omavaartustele

Au, ., Zim Vastavaist maatrikseist Z; ja seega A" =¥* A" Z;.

Naiteks maatriksfunktsiooni P°% leidmiseks, kus P:(l %) tuleb esmalt arvutada

0%
maatriksi P omavaartused, lahendades jargmise v@rrandi:

P—/1|:16/1 %%,1:0 = -AH%-)=0 => h=1lb=}.

Konstantsete maatriksite Z; ja Z, leidmiseks tuleb konstrueerida vajalik vorrandististeem
ja see lahendada:

fi(P) = fu(A)Zs + fu(A2)Z> s NW=1Zi+1-Z, _ 3Z,=1-P
fz(P) = fz(ﬂl)zl + fz(ﬂz)Zz P=1-Z:+ % -Zs Zi=1-2>

8t
Edasi saabki arvutada P**%:

1 1 O _1 1 1_ 1000
P = ™7, + ™7, :1-(0 0j+21]600 '(o 1 j:(o %% J

Samad konstantsed maatriksid Z; ja Z, on kasutatavad mistahes maatriksfunktsiooni
leidmiseks, sest algoritmi kohaselt tuleb vastavat funktsiooni rakendada vaid
omavaartustele.

Naiteks funktsioon P%(P? + P + 1) avaldub kujul

252 _ R+ h+l MB+l+ls o (11 (0-1)_(3 4
PP +P+1)= 7 Zi+ 2 Z;=3 (00 +7 01/)5lo 7 )

=>
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1.2.12 Ruutvormid, positiivne ja negatiivnhe maaratus *

Def. Olgu a nx1-vektor ja A nxn-maatriks. Avaldist a"x nimetatakse lineaarvormiks ja avaldist x' Ax
ruutvormiks vektori x suhtes.

Seejuures vBime alati eeldada, et maatriks A on sliimmeetriline, sest kui ta seda pole, vBime asendada
A siimmeetrilise maatriksiga (A + A")/2 ning saada esialgsega vdrdse ruutvormi:

XTAx=x" (A+2AT) X.

Def. Olgu niitid maatriks A simmeetriline. Oeldakse, et maatriks A on
e positiivselt maaratud (negatiivselt maaratud), kui x’Ax>0 (x'Ax<0)iga x= 0 korral;

e positiivselt poolmaaratud (negatiivselt poolméaaratud), kui x'Ax>0 (x'Ax<0) iga x korral.

Omadused
1. Kui A on positiivselt médratud, siis on seda ka A ™.
2. Maatriks A on positiivselt maératud, kui kik tema omavéartused on positiivsed (4 >0).
3. BB ja BB' on positiivselt poolméaératud, B — mxn-maatriks.

1.2.13 Maatrikstuletis *

Maatrikseid sisaldavate matemaatiliste avaldiste diferentseerimine jargib sarnaseid skalaare sisaldava-
te avaldiste diferentseerimise reegleid.

Olgu c=3x+5%+9%. Tahistades b"= 359 ja xX'= x X x3s , vOib kirjutada

c=b'x.
(3)
Et £ =3, X -5ja L=9, siis L=|5=b.
X OXa OX3 X 9

Uldine reegel on: ZAX = AT
oX

Olgu niilid ¢ = 9x? + 6XuXz + 4X5 = X1 Xz 3 z)szJ =X

o in OC _ i o9 3) (X)) _
Et o 2(9%) + 6x2 ja o 6x1 + 2(4x2) , siis ax_ZKB 2) ) = 22X

. T
Uldiselt, kui maatriks A on summeetriline, siis 5x§;(6\x = 2AX, vastasel juhul (A ei ole simmeetriline)

OXAX _ px 4 AT,
oX

12
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1.3 MAATRIKSOPERATSIOONID MS EXCELIS

MS Excelis on olemas standardsed maaatrikstehted nagu maatrikiste liitmine ja lahutamine, skalaariga
korrutamine, maatriksite korrutamine (funktsioon MMULT), transponeerimine (TRANSPOSE),
poérdmaatriksi leidmine (MINVERSE) ja determinandi arvutamine (MDETERM).

Enne tehete teostamist tuleb vajalikud maatriksid sisestada Exceli todlehele.

| A~ | B | ¢ | b ] E | F | & | H L0
1
2 A 3 3 B 1 -3 k 10
3 B 5 0 5
4 2 B -2 1

1.3.1 Maatriksite liitmine, lahutamine ja skalaariga korrutamine

Maatriksite liitmiseks, lahutamiseks ja skalaariga korrutamiseks on Excelis vahemalt 3 vGimalust.

1) Esiteks voib tehted
teostada elementide kaupa,
summeerides, lahutades
vOi korrutades maatriksite
esimesed lahtrid  ning
kopeerides sisestatud
valemi teistesse lahtritesse.

Tahele tuleb panna vaid,

et skalaariga korrutamisel peab
skalaari sisaldava lahtri aadress
olema dollari markide abil fik-

seeritud.

2) Teiseks vdib kirjeldatud liitmis-, lahutamis- ja korrutamistehet
rakendada tervele maatriksile korraga, saades ka tulemuseks
korraga terve maatriksi (n6 massiivi). Selline lahenemine osutub

eelkdige vajalikuks

valemina teostamisel (vt 1.3.3).

= Kadigepealt tuleb Exceli to6lehel selekteerida tulemusmaatriksi

suuruse jagu lahtreid,

= seejarel sisestada esimesse lahtrisse soovitud tehe, ja seda
mitte tehtena Uksiklahtrite vaid tervete maatriksite vahel;

= viimase etapina tuleb sisestatud tehet rakendada kdigile selek-
teeritud lahtritele vajutades esmalt alla klahvid [Ctrl] ja [Shift]
ning seejarel, nimetatud klahve all hoides, [Enter].

LB

A [ 8 | ¢ | b [ E [ F | 6 |
1
2| A 3 3 B | 1.1 3
| 3| B B 0 5
|4 2 5 -2 1
5 \
b
7| A+B | =E2+F2]
5
=N —>
E | F | & [ H L[ 9 ]
1
21 B L -3 ko L1000 ]
= 0 5
|4 | -2 1
5 | \
b |
% kB |=F25.57]
£ T
A B | € ]
1
A 3 3
3 B 6
. ; , 4 2 B
pikemate ~maatrikstehete korraga Ghe =
6| B 1 3
7 d 5
8 -2 1
=N =
10| A+B  |=B2:C4+B6 CH|
1]
s
A B [ ¢ ]
1
2| B [ 7 3
3 0 5
|4 | -2 1
5
Bk
7
10 30 || [Ctrl] + [shift] + [Enter] | § | kB [=B&*B2:C4]
0 50 9 |
-20 10 10

tanel.kaart@emu.ee
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3) Alternatiivina Kirjeldatud valemitele v6ib maatriksite liitmisel, lahutamisel ja skalaariga korruta-
misel kasutada kasku <Kleebi teisiti / Paste special>. Sellel juhul tuleb

tehte tulemuse oodatavasse A

asukohta kopeerida ks liideta-

vatest (liitmisel), vahendatav

(lahutamisel) vdi  skalaariga

korrutatav maatriks, Copy -
A+B

seejarel teha koopia <Kopeeri / Copy>
teisest liidetavast, vahendajast voi
skalaarist,

3 3 A 3 3
B B B B
2 B 2 5
> Paste l Copy -> Paste
3 3 Voi | kA 3 3
B B G B
2 5 2 B
B 1 -3
/V ] 5 VBi k E!
Copy -2 1 Copy 7

vGtta kleepimise asukohana blokki kogu tehte tulemuse asukohta kopeeritud maatriks ning

rakendada kéasku <Kleebi teisiti / Paste special> markides alajaotuses <Operation> &ra vastavalt

valiku Add, Subtract v6i Multiply.

A+B 3 3
B b
2 ]
i »

Paste Special

O Cormenkts

peration
ne ) Mulkiply

Raste
&l () validation
() Formulas () all except borders
() values () Column widths
() Formats () Formulas and number Formats

() Malues and number formats

(®)iadd: () Divide
() Subkract
[] skip blanks [] Transpose
J/ (a4 ] [ Cancel
A+B 4 ]
5 11
] 7

A 3 3
G 5
, 2 5]
’/
Paste Special
Paste
=) al () validation
) Formula () all except borders
) Yalues () Column widths
() Farmats () Farmulas and number Formats
() Comments () Malues and number formats
Operation
O Mane i
) Add () Divide
() Subkract
[] skip blanks [] Transpose
l P ] [ Cancel
kA a0 a0
GO 5]
20 G0
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1.3.2 Maatriksite transponeerimine

Maatriksite transponeerimiseks saab kasutada kas
= funktsiooni TRANSPOSE vo0i
= ké&su <Kleebi teisiti / Paste special> lisavalikut Transpose.

Selekteeri tiihjad lahtrid vastavalt AT dimensioonile

A | B | ¢ | D |
1
2 A 3 3
3 B B
4 2 _ B
5 H‘“‘x\
B AT |=TRANSPOSE(BZ C4)|
7

(NB! Kui A on 3x2, siis AT on 2x3)

[Ctrl] + [Shift] + [Enter]

AT 3

] 2
] ]

voi

A 3 3
E E <+— Copy
2 5

AT

I

-

Paste Special

v

Paste
& gl
() Eormulas
() walues
O Farmats
C} Cormrments
Operation
@ Mane
() Add
() Subkract

[] skip blanks

(1 validation
() all except borders
() Column widths

() Formulas and number Formats

) Yalues and number Formats

(1 Multiply
() Divide

] [ Cancel

1.3.3 Maatriksite korrutamine ja po6drdmaatriksi leidmine

Maatriksite korrutamine ja podrdmaatriksi leidmine on Excelis teostavad vastavalt massiivi-

funktsioonide MMULT ja MINVERSE abil.

Molema korral tuleb

= esmalt votta blokki tulemusmaatriksi suurune tiihi tabel Exceli ruudustikus,

= seejarel sisestada vastav valem (vdi valida funktsioon Exceli funktsioonide hulgast ning

= rakendamaks funktsiooni kdigile selekteeritud lahtritele vajutada esmalt alla klahvid [Ctrl] ja
[Shift] ning seejérel, nimetatud klahve all hoides, [Enter] (v8i OK).

A | B | € | D |
1
2| A 3 3
ER 5 5
4 | 2 5
15
6| AT 3 B 2
7 | 3 5 B
8
9| ATA  |=MMULT(BE:D7;B2:C4)|
0] 2=3* 32 I
[Ctrl] + [Shift] + [Enter] l
ATA 49 57
25 % 52 a7 a1

A | B | € |
8
9| AA 49 &7
10| 2x3x 32 57 g1
11|
12| (ATAY! =MINVERSE(BB:C1DW
113] 2= |

[Ctrl] + [Shift] + [Enter]l

(ATA)!
22

01125

007917
-0.07917 0068056
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NB! Enne maatriksite korrutamist voi pdérdmaatriksi leidmist tasub veenduda tehte teostatavuses, st
selles, et korrutatavate maatriksite dimensioonid ikka klapivad v6i et pddratav maatriks ikka ruut-
maatriks on.

1.3.4 Tehetejéarjekorrad

Kombineerides omavahel erinevaid Exceli maatriksfunktsioone ja -tehteid, on Uhe ainsa valemiga
teostavad ka keerukamad, mitmeid maatrikstehteid sisaldavad, arvutused.

Enne tehetejérjekorra sisestamist on oluline tulemusmaatriksi dimensiooni korrektne leidmine ning
vastava hulga lahtrite selekteerimine. Samuti tuleb thele panna teostatavate tehete jarjekorda, st et tihe
maatriksfunktsiooni argumendiks voib olla teise maatriksfunktsiooni abil arvutatud maatriks.

33
Naiteks maatrikstehte H = (ATA)+kC, kus A:(e 6], c=20 12 ja k=05 korral on

26

tulemusmaatriksi H dimensioon 2x2. Po6rdmaatriksi leidmise funktsiooni MINVERSE tuleb rakenda-
da maatrikskorrutisele (funktsiooni MMULT tulemusele), viimase argumentidest esimene on oma-
korda transponeerimise (funktsiooni TRANSPOSE) tulemus. Vastava tehte Excel’s teostamiseks tuleb

= sisestada toolehele vajalikud maatriksid,
= selekteerida tulemusmaatriksi H tarvis 2x2 lahtrit,

= sisestada selekteeritud lahtriblokki vajalik tehetejarjekord kasutades Exceli maatriksfunktsioone ja
tehtemadrke (esmalt viimasena teostatav tehe, selle argumentidena teised tehted, nende
argumentidena vajadusel veel teised tehted jne — vt alljargnevat joonist) ning

= [Ctrl] + [Shift] + [Enter].
A | B | € | b [ E [ F | 6 | H [ 1 ]

A 3 3 C 10 -10 &

B ] W . 5 [T os 1

TS\

(ATA) '+k C[EMINVERSE(MMULTTRANSPOSE(B2: C4)B2: C4T+37F2: 63

o

EREoE

ATA'+kc[ 51125 507917
5920533 2 560055
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1.4 PRAKTIKUM

1.4.1 Test
1. Mitu nullist erinevat elementi on 3x3 thikmaatriksis?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; c) 3; d) 9.

2. Milline on korrutismaatriksi kA dimensioon, kui k=2 ja A :@ 61;)?

Vastuse variandid: a) 1x1; b) 2x2; c) 4x2; d) 2x4.

- : I A _(36). o (1 0 32),
3. Milline on korrutismaatriksi B'A dimensioon, kui A_(Z 1) ja B_(O 111 )

Vastuse variandid: a) 1x1; b) 2x2; c) 4x2; d) 2x4.

- : : . . 36). 1 0 32
= = 7
4. Milline on otsekorrutise A® B dimensioon, kui A (2 1) jaB (O 1 1 1).

Vastuse variandid: a) 2x4; b) 4x4; c) 4x8; d) 4x16.
5. Millega vBrdub (A")™?
Vastuse variandid: a) A; b) A"; ¢) A" d) 1.
6. Millega vordub | la3 | (determinant 3. jarku Ghikmaatriksist)?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; ¢) 3; d) 9.
7. Millega vordub I, I on Gihikmaatriks?
Vastuse variandid: a) I; b) I''; ¢) 0.
8. Millega vordub IA™, I on iihikmaatriks?
Vastuse variandid: a) I; b) A; c) A™.
9. Millega vordub (AB)™?
Vastuse variandid: a) (BA)"; b) A'B"; ¢) B'A".
10.Millega vérdub (AB)™?
Vastuse variandid: a) (BA)™; b) A'B™; ¢)B*A™
11.Millise maatrikstehtega on avaldatav tundmatute parameetrite vektor x maatriksvordusest Ax = c?
Vastuse variandid: a) x = A'c; b)x=cA™; c¢)x=cA".
12.Millega vordub tr(l,n)?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; c) 10; d) n.

1.4.2 Ulesanded

1. A:@ @ B:(cl) _01 _31 ﬂ . Leidke (A+A")B ja AB+ AB.
(38 4) (1 -13)

2. Naidake, et LB 7 —1J+L—1 2 4J on simmeetriline.
4 -1 2 3 46

3. * Naidake, et suvalise pxg-maatriksi H korral korrutismaatriksid HH' ja H'H on siimmeetrilised.

(111)
4. Kontrollige, kas A>=A, kui A=L1[111].
3111
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5.

6.

7.

8.

10.

15 -5 [-32-6
Naidake, et 3 2 -5/=|-3 5 —7/=-5.
6-2-5 |-23-4
* Naidake, et 2x2-maatriksi A:(Zﬁ 22) korral AA1=1.

1100
Kas leidub pdérdmaatriks (X™X)?, kui Xz(l 01 OJ?
1001

Jargnevas tabelis on toodud 5 pulli titarde 1. laktatsiooni keskmiste nditajate erinevused
populatsiooni keskmisest.

Piim, kg Valimiku Seemen- Surnult

tldhinne duste arv  stndide arv
Pulll +2117 +1,5 +1,7 +0,21
Pull2 -985 +0,0 +0,7 -0,13
Pull3 +1421 +0,4 +0,2 +0,04
Pull4 -97 -1,2 2.1 +0,05
Pull5 +1875 +0,2 -0,6 -0,07

Pulli jarglaste paremus v6i halvemus vorreldes populatsiooni keskmisega valjendab pulli poolt
jarglastele parandatavate geenide mdgju.

See, kui palju Uhe thikuline erinevus mingi tunnuse osas rahaliselt véaart on, et kirjas jargnevas
tabelis.

Piim, 1 kg Valimiku hinne Seemendus Surnult stind
3.- EEK 150.- EEK -250.- EEK -1500.- EEK

Millise maatrikstehtega saab kahe toodud tabeli (maatriksi) alusel leida korraga iga pulli poolt
jarglastele parandatavate geenide (so sisuliselt spermadoosi) rahalist vaartust?

Leidke vastav véartus iga pulli tarvis ja jarjestage pullid.

* |eidke Gldist maatriksfunktsioonide algoritmi kasutades, millega vérdub M(M? + M*M), kus

maatriks M on kujul M :@ _(1) )

Teostage eelmises Ulesandes toodud tehe Uihe tehetejarjekorrana MS Excelis.

1.4.3 Testi vastused

c)3 4. c)4x8 7. a)l 10. c) B*A*
b) 2x2 5. a)A 8. ¢)A! 11.a) x=A'c
C) 4x2 6. b)1 9. ¢)B'A" 12.d) n

1.4.4 Ulesannete lahendused

-8 10 20)

_ T
9 99 18)—AB+A B.

68 6
(A+AT)B:(8 2)8:(8
Tegelikult on see, et tulemusmaatriks on summeetriline, ndha juba liidetavatest: mdlemad
lildetavad on simmeetrilised maatriksid. Soovi korral ja harjutamise mottes v6ib muidugi
maatriksid ka kokku liita:

18



VL.0192 Loomade aretusvaartuse hindamine ja aretusprogrammid

38 4 1 -13 477
8 7 -1|+|-12 4|=|7 9 3|. Tulemusmaatriks on siimmeetriline.
738

4 -1 2 3 46

3. * Kui maatriks H on pxq-maatriks, siis tema transponeeritud maatriks H' on qxp-maatriks,
Kusjuures h; = hji, kus hj; on maatriksi H i. reas ja j. veerus paiknev element ning hj on maatriksi
H' j. reas ja i. veerus paiknev element.

Korrutismaatriksi X = HH' i. reas ja j. veerus paiknev element x;; avaldub kujul
q ’ q
Xij = > hichg = > hichijk
k=1 k=1
ning j. reas ja i. veerus paiknev element x;; kujul
q ' g
Xji = 2 hicha = 2 hjchic
k=1 k=1

Seega xij = i hichj« = Xji, iga i ja j korral. Et viimane tulemus on simmeetrilise maatriksi tunnus,
k=1

peabki korrutismaatriks X = HH' olema siimmeetriline.

Analoogselt on naidatav ka korrutismaatriksi Y = H'H siimmeetrilisus.

4. Tavaline maatriksite korrutamine, tingimus tulemuse digsuse kontrollimiseks on kirjas tlesande
tekstis (A% = A).

111 111 333 111
A=Li111|x1l111]|=1{333|=1]111/|=A.
3(111) 3{111) 9 333) 3l111

15 -5
5, 3 2 -5
6 -2 -5
=1 (D2 (5~ (5 (-] +5- (-9 [3-(-5) ~ (-5)-6] -5+ (-D*[3:(-) ~2-6]
=1-(-20)-5-15-5-(-18) =-20—-75+90 = -5;
32 -6
-35-7
-2 3 -4
=3 (DB (9~ (D)-F+2- (Y[ (9 - (D) (D] -6-(-D[(-9)-3-5-(-2)]
=-31-2-(-2)-6-1=-3+4-6=-5.
i ( au &) -1 1 ( Az —an)
* - - -1
6. *2x2-maatriksi A \ 8y, ap) korral A s — Bt Az A
Seega
AA—l:(all 6112)>< 1 ( az —alz)
Q2 82 ) anay —apas \ T2 au
f—jo%
1 | ande—apan —aud+awdn |_ (1 OJ _
Q18 — &8y | Q21822 — 820821 —8282 + 822811 01

0

7. Ei leidu, sest maatriksi X veerud on lineaarselt sdltuvad (esimene veerg avaldub teise, kolmanda ja
neljanda veeru summana).

Muidugi v8ib teostada ka maatrikstehte X"X ja leida tulemuseks saadud maatriksi determinandi.
Viimase 0-ga vordumisest jareldubki péérdmaatriksi mitteleidumine:

oo (101100 (3141
igsg] - ox-addrotel 528 -
001 1001
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100 00 10 10
det(X"X)=3x0 1 0—1x1 1 0+1x[ 0 0)—1x[L 0 1|=3x1-1x1+1x(-1)-1x(-1)=0.
001 01 01 00

det(X"X) = 0, seega pddrdmaatriksit (X"X)™ ei leidu.

8. Moodustame tabelis toodud pullide tiitarde keskmiste néitajate ja populatsiooni keskmiste néitajate
vahelistest erinevustest maatriksi P (igale pullile vastab maatriksis Uks rida ja igale néitajale ks
veerg) ning nditajate rahalistest vaartustest reavektori x:

2117 15 17 021
-985 0,0 07 -013
P=|1421 04 02 004|, x= 3150 —-250 —-1500 .
-97 -1,2 -21 0,05
1875 0,2 -0,6 -0,07
Pullide poolt jarglastele parandatavate geenide rahaliste véértuste vektor s on siis esitatav
maatrikskorrutisena s =Px" (iga tunnuse vaartus tuleb korrutada tema rahalise vaartusega ja
tulemused liita; sama tulemuse annab ka tehe s=(xPT), sest vastavalt transponeerimise 3.
omadusele on need valemid samavéarsed):
2117 15 17 021 3 5836
-985 00 07 -013 150 —2935
s=Px'=| 1421 04 02 004 || .0 |=| 4213
-97 -12 -21 0,05 1500 =21
1875 0,2 -0,6 -0,07 5910
Seega on pullide jarjestus jargmine: Pull5, Pulll, Pull3, Pull4, Pull2.
Seejuures parandavad pullid 5, 1 ja 3 jarglastele geneetilise potentsiaali tuua omanikele
populatsiooni keskmisega varreldes enam kasu ning pullid 2 ja 4 parandavad jarglastele geneetilise
potentsiaali tuua omanikele populatsiooni keskmisega vorreldes vahem kasu.
9. * Leiame esmalt maatriksi M :G _2) omavéartused, lahendades jargmise vorrandi:
2-4 0 _ _ 2 _
IM-Al[=|"7 7 ]=0 => Q-+ A)=0 => 2*-21-2=0 => 4=2%=-1.
Konstantsete maatriksite Z; ja Z, leidmiseks tuleb konstrueerida vajalik v@rrandisusteem ja see
lahendada:
fi(P) = fl&)Z: + fu(12)Z> s =12+l Z, _ Zi=1-2Z, _
fo(P) = fo(A)Z1+ fo(12)Z2 M=2-2,-1.Z, 3Z,=21-M
(00 (10
z-( 55 2-(50)
Edasi saabki arvutada M(M? + M™M):
30
MM?+M™M) =4 L +4 744 L4 7 :5-(1 O)—z-( 0 0):(22 j
( R N A N R ~% 1)\ -2
10. Paiknegu maatriks M Excel'i to6lehel lahtrites B2:C3. Tehte M(M™? + M™M) tulemusmaatriks on
siis leitav tehetejarjekorraga
=MMULT(B2:C3;(MMULT(MINVERSE(B2:C3);MINVERSE(B2:C3))
+MMULT(MINVERSE(B2:C3);B2:C3)))
Je | {=MMULT(B2:C3;(MMULT(MINVERSE(B2:C3);MINVERSE(B2:C3) ) +MMULT(MINVERSE(B2:C3);B2:C3)) )}
A B C D E F G H I |

1

2 M 2 0 M{MZ + M M) 2,5 0

3 1 1 1,5 2

20



VL.0192 Loomade aretusvaartuse hindamine ja aretusprogrammid

1.5 KODUSED ULESANDED

192 122 10
1. Olgu A:(3 5), B=|243|jaCc=|25].
361 03

a) Leidke AC' ja (CA")". Mida saate tulemuste kohta 6elda? Miks see nii on?

b) Leidke r(A) ja r(B).

c) Leidke det(A) ja det(B). Kas leidub A™ ja B™? Miks?

d) Leidke A™. Kontrollige, kas kehtib AA™ = 1.

e) Leidke tr(B) ja tr(B). Mida saate tulemuste kohta 6elda? Miks see nii on?

f) Lahendage Ulesanded a), c) ja d) MS Excelis kasutades Exceli maatriksfunktsioone.

2X+3y=7
2. Lahendage vorrandissusteem < x -y —z =2 . Maatrikstehted vdite teostada MS Excelis.
3X+2y-22=10

3. Jargnevas tabelis on toodud nelja koera kohad kolmel vdistlusel.

Voistlus
A B C
Koer 1 1 4 1
Koer 2 2 2 4
Koer 3 3 3 2
Koer 4 4 1 3

Voistluste kaalukust néitavad osakaalud jargmises tabelis.

Voistlus
A B C
Osakaal 0,2 0,5 0,3

Moodustage vdistlustel saadud kohtadest maatriks X ja voistluste osakaaludest maatriks (reavektor) c.

a) Millise maatrikstehtega saab kahe toodud tabeli (maatriksi) alusel leida korraga kdigi koerte

vOistlustulemuste kaalutud keskmist (kaalutud keskmiste vektorit y)?

b) Leidke vaistlustulemuste kaalutud keskmised ja jarjestage koerad (tehted vdite teostada MS

Excelis)

¢) Muutke vdistluste osakaale (tekitage uus voistluste osakaalude vektor) nii, et kokkuvdttes parim

koer langeks viimaseks.

NB! Excelis teostatud lahendused saatke Gppejoule e-mailiga, tlejdénu (koos Excelist vélja kirjutatud

tulemustega) esitage paberil.
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