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SISSEJUHATUS MAATRIKSALGEBRASSE

1.1 DEFINITSIOONID

1.1.1 Maatriks, vektor, skalaar

Maatriksiks nimetatakse ridadesse ja veergudesse (tabelisse) paigutatud elementide hulka.
Elementideks voivad olla arvud, matemaatilised avaldised, teised maatriksid. Maatrikseid tidhistatakse
tavaliselt triikkitdhtedega ja nende elemente vastavate kirjatdhtedega, lisades vajadusel indeksid.

ks A= 02 ) voi a=(3 4 7).

Maatriksi dimensiooniks (jirguks, suuruseks) nimetatakse tema ridade ja veergude arvu.
Niiteks iilaltoodud maatriks A on 2x3-maatriks.

Vahel ndidatakse maatriksi jark dra alumises indeksis - Ajyg.

Vektoriks nimetatakse maatriksit, millel on vaid iiks rida vdi tiks veerg, ja koneldakse siis vastavalt
rea- voi veeruvektorist. Kui pole tipselt méiratletud, kas on tegu rea- voi veeruvektoriga, mdistetakse
vektori all veeruvektorit. Vektori elementide tdhistamisel kasutatakse vaid iiht indeksit.

(6)

Niiteks x = LSJ .
9

Skalaariks nimetatakse maatriksit, millel on 1 rida ja 1 veerg, s.t. 1x1-maatriksit.
Niiteks A= 1.

1.1.2 Erikujulised maatriksid
Ruutmaatriksiks_nimetatakse maatriksit, mille ridade ja veergude arv on vordsed. Vastasel juhul on
tegu ristkiilikmaatriksiga. Koik vektorid on ristkiilikmaatriksid.
Diagonaalmaatriksiks nimetatakse ruutmaatriksit, mille kdik véljaspool peadiagonaali paiknevad
elemendid vorduvad nulliga (d; = 0, kui i # j).

(dll O o O\ (5 0 0\
Niiteks an,]:{? d;” . SJ voi B:LO 34 OJ.
o o0 --- dnn 009

Uhikmaatriksiks nimetatakse diagonaalmaatriksit, mille peadiagonaali elemendid vdrduvad iihega.
Uhikmaatriksit tihistatakse:
10--
lo1--0
I‘Ls P oJ-
00--1

Ruutmaatriksit, mille kdik elemendid allpool (iilalpool) peadiagonaali vérduvad nulliga, nimetatakse
alumiseks (iillemiseks) kolmnurkmaatriksiks.
(36 4) (5 0)
Niiteks maatriksid E = LO 53 J ja F= \47) on vastavalt iilemine ja alumine
002

kolmnurkmaatriks.

Siimmeetriline maatriks on ruutmaatriks, mille iilalpool peadiagonaali paiknevad elemendid on
vordsed vastavate allpool peadiagonaali paiknevate elementidega, s.t. element a; on vordne
elemendiga aj.
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1. Sissejuhatus maatriksalgebrasse

on siimmeetriline, sest a;; =a, =6,a;3=a3;; =8 ja

S W oo
N~—

(
Niiteks maatriks A = L

o AN B~
W L

ary3 =dz = 3.

1.1.3 Blokkmaatriksid

Blokkmaatriksiks nimetatakse maatriksit, mille elementideks on omakorda maatriksid.

(312) (3]12)
_ _ # _(ab) _ _ _(2) . g_(54
Niiteks C_L%?;LJ_GTQ_G p)-kusa=(3).b=(12).d={]) jaB={] ;).

1.2 Maatriksoperatsioonid

1.2.1 Liitmine ja lahutamine
Kahte maatriksit saab liita ja lahutada vaid siis, kui neil on sama arv ridu ja veerge, s.t. nad on sama
jarku. Maatrikseid liidetakse ja lahutatakse elementide kaupa. Seega, kui maatriks C = A + B ja
E=A-B,siisc;=a;+b; ja e;=a;- by

(40 21) (7 5)
Niide.  A={35 20/ B={_6 32/

(40+7 21+5 ) _(47 26)
\35+(-6) —20+32) (29 12)°

(40-7 21-5)_(33 16)
35— (=6) —20-32) “\41 -52)-

Siis C=A+B=

E=A-B

1.2.2 Korrutamine
Maatriksi korrutamisel skalaariga korrutatakse sellega 1dbi maatriksi iga element.

(40 21) (2x40 2x21 ) (80 42)
\35 —20) \2x35 2x(-20)) ~\70 —40)"

Kahte maatriksit saab omavahel korrutada, kui esimese maatriksi veergude arv on vdordne teise
maatriksi ridade arvuga. Korrutismaatriksi ridade arv on vordne esimese maatriksi ridade arvuga ja
veergude arv teise maatriksi veergude arvuga — Cuxm = AnxiBixn . Korrutismaatriksi element kohal ij
(reas i veerus j) leitakse kui esimese maatriksi i-nda rea ja teise maatriksi j-nda veeru vastavate

elementide korrutiste summa — ¢; = Y5_ aunby; .

Niide. k=2, A= . Siis kA =

(14 -1) (2 5)
Niide. A=L2 5 OJ , B=L4 3J .
36 1 61
Maatriksi C = AB elemendid leitakse jargmiselt:
ci=12+44+(-1)6=12 (maatriksi A 1. rida korrutatuna maatriksi B 1. veeruga),

1 =22+54+06=24 (A 2. rida korrutatuna B 1. veeruga),
c31=32+64+16=36 (A 3. rida korrutatuna B 1. veeruga),
cp=15+43+(-1)1=16 (A 1. rida korrutatuna B 2. veeruga),
c»=25+53+01=25 (A 2. rida korrutatuna B 2. veeruga),
c3=35+63+11=34 (A 3. rida korrutatuna B 2. veeruga).




VL.0192 Loomade aretusvéirtuse hindamine ja aretusprogrammid

12 16
Seega C=| 24 25 |.
36 34

Seejuures on maatriks C 3x2-maatriks, kus 3 on maatriksi A ridade arv ja 2 on maatriksi
B veergude arv.

Omadused

1. AB#BA.

2. TA = AI =A, kus I on iihikmaatriks.
3. ABC=ABC)=(AB)C.

4. AB+C)=AB+AC.

1.2.3 Maatriksite otsekorrutis
Maatriksite G, ja A, otsekorrutiseks (Kroneckeri korrutiseks) nimetatakse maatriksit

(gllA gnA - glmA\
G®A= {gl'zA gng gz,',,A
gnlA gnZA tte gnmA
Saadud korrutismaatriks on jarku ntxms.

(10 020 5 0 10)
01040 0 5 20

10 2)
(10 5) _( |10 40 10 520 5
Niide. G ={ "5 20)’A‘L(1)HJ’A®G‘ 5 01020 0 40

0 520 0 20 &0
520 5 20 80 20

Otsekorrutis leiab rakendust mitmemddtmelisel analiiiisil, s.t. kui soovitakse korraga hinnata faktorite
mdju enam kui iihele tunnusele (niiteks geneetilise korrelatsiooni arvutamisel).

1.2.4 Transponeerimine, ortogonaalsed ja idempotentsed maatriksid

Maatriksi A transponeeritud maatriks, mida tihistatakse tavaliselt A’ voi A", saadakse, vahetades
esialgse maatriksi read ja veerud, s.t. kui B = AT, siis bji = ajj .
(32)
Niiide. Kui A=| 1 1], siis AT=(3 ! 4) .
40 210
Omadused
1. Kui A on siimmeetriline, siis A = A”.
2. (A+B)'=AT+B".
3. (AB)" =B"A".
Maatriksit nimetatakse idempotentseks, kui tema korrutis iseendaga annab tulemuseks iseenda, s.t.
maatriks A on idempotentne, kui AA = A. Vaid ruutmaatriks saab olla idempotentne.

Ortogonaalne maatriks on ruutmaatriks, mille korrutis oma transponeeritud maatriksiga vordub
ithikmaatriksiga — maatriks U on ortogonaalne, kui UU" =U"U= L.

1.2.5 Determinant
Olgu maatriks A 2x2-maatriks. Tema determinandiks nimetatakse suurust | A k& aiia» — aiazi . Vahel

tahistatakse determinanti ka det(A). Enam kui kahedimensionaalse ruutmaatriksi determinant on leitav
valemist

A B ai=1)"" 1A,
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1. Sissejuhatus maatriksalgebrasse

kus Aj; on maatriksi A alammaatriks, mis on saadud esialgsest maatriksist i. rea ja j. veeru drajdtmise
tulemusena. Sellist alammaatriksit nimetatakse miinoriks.

Maatriksit nimetatakse singulaarseks, kui tema determinant vordub nulliga ja mittesingulaarseks,
kui tema determinant on nullist suurem.

Omadused

1. IAHATI.

2. Kui maatriksid A ja B on sama jarku ruutmaatriksid, siis |ABH A IIBI.

3. laAE "I Al, A on nxn-maatriks ja a suvaline skalaar.

4. I, E=1.

5. Kui maatriks sisaldab kahte v3i enamat vordset rida voi veergu, siis tema determinant vordub

nulliga.
6. Diagonaalmaatriksi determinant vordub tema diagonaalielementide korrutisega, s.t. kui

(dll 0 - 0\\
D=L9 d - QJ,SiisIDhIn]dﬁ.
. . . . i=1
0 0 0 du

(111)
Niiide. A=L1 3 2J.
121

Vottes i =1, s.t. kasutades arvutamisel maatriksi A esimese rea elemente ja nendele
vastavaid miinoreid, avaldub determinant kujul

32 12 13
21 11 12

=[1-G-9]|-[1-a-2)]+[1-2-3)]=-1.

Sama tulemuse saaksime Ka teisi ridasid (s.t. i =2 voi 3) aluseks vottes, samuti kasutades
rea asemel veergu ja sellele vastavaid miinoreid.

IAEL- D™D S+1- (D" 5|+1- D™

1.2.6 P66rdmaatriks
Maatriksi A poordmaatriks A~ on maatriks, millega esialgset maatriksit vasakult v3i paremalt korru-

tades on tulemuseks iihikmaatriks — AA™ =1 ja A”'A =1. Po6rdmaatriks leidub igal mittenullilise
determinandiga (mittesingulaarsel) ruutmaatriksil.

Uldine valem maatriksi A poordmaatriksi A" elementide leidmiseks on jirgmine
_1\itJ .
ai' = (=D 1Ayl
[Al

k)

kus a;' tihistab maatriksi A™' ij.-t elementi ja Ajj on maatriksi A ij. miinor.
Kui A on 2x2-maatriks, avaldub tema podrdmaatriks kujul

Al = 1 ( az —alz\

anax — apan \—aan  ai)

(84 a1 (4-4Y_(05 -05)
Néide. A={g4)- A =g cale 8) =075 1 J)°

Poordmaatriks leiab rakendust niiteks lineaarvorranditesiisteemide lahendamisel: korrutades
maatriksvorduse
Ax=c¢

molemad pooled vasakult 1dbi kordajate maatriksi A poordmaatriksiga, saame lahendivektori x kujul

x=A"c.
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—-x+3y=17
Niide. Olgu meil tarvis lahendada lineaarvorranditesiisteem {2y +z=13 .
x+4z=5

N e R AN (7Y (17)
=31 13- LY

ehk x=17, y=8 ja z=-3.

Omadused
1. (A '=A.
2. IA7"I=E A", kui A on mittesingulaarne.
3. (ADH) =A™,
4. (ABO)'=C"'B'A™"; A, B, C - mittesingulaarsed.
5. Diagonaalmaatriksi poordmaatriks on samuti diagonaalmaatriks, kusjuures tema diagonaali-
elementideks on esialgse maatriksi diagonaalielementide poordelemendid, s.t. kui
d, 0 - 0 1/d,, 0 - 0
p=| § % 9 Laspis 9 Ve
0 0 04, 0 0 014,

1.2.7 Lineaarne soltumatus ja maatriksi astak

Maatriksit A nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui ei leidu iihtki vektorit k peale nullvektori 0,
mille korral Ak = 0.

Maatriksi astakuks nimetatakse tema maksimaalset lineaarselt sdltumatute ridade v&i veergude arvu.
Maatriksi A astakut tdhistatakse r(A). Kui ruutmaatriksi astak vordub tema ridade véi veergude
arvuga, siis deldakse, et maatriks on téisastakuga.

Kui ruutmaatriks ei ole tdisastakuga, siis tema determinant vordub nulliga ja podrdmaatriksit ei
eksisteeri.

Omadused

1. (A)=r(A")=r(A"A)=r(AA").

2. Kui A on pxg-maatriks, siis 1(A) < min(p, g) .

3. Kui A ja B on pxg-maatriksid, siis r(A +B) <r(A)+r(B) .
4

. Kui A on pxg-maatriks ja B gxr-maatriks, siis r(AB) < min [r(A), r(B)] .

321
Niide. E={ 4 3 0 |.

751
Maatriksi E astak r(E) = 2, sest kolmas rida avaldub kahe esimese rea summana ja seega
ei saa lineaarselt sdltumatuid ridu olla rohkem kui kaks. Seegaka |El=0 ja
poordmaatriksit E' ei leidu.
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1. Sissejuhatus maatriksalgebrasse

1.2.8 Uldistatud po6rdmaatriks
Maatriksi A iildistatud poordmaatriksiks nimetatakse maatriksit A~, mis rahuldab vordust
AATA=A.
Uldistatud poordmaatriks ei ole iiheselt mésiratud ja vaib olla leitud mitmel erineval viisil. Lihtsaim
viis maatriksi A iildistatud poordmaatriksi A~ leidmiseks on
e votta maatriksist A vilja maksimaalne lineaarselt sdoltumatu alammaatriks (miinor) B,
e leida selle poordmaatriks B’l,

e asendada maatriksis A miinor B tema poordmaatriksiga B ning koik iilejiinud elemendid
nullidega.

Niide. Eelmises niites toodud maatriksi E maksimaalne lineaarselt sdltumatu miinor on

(32 _( 3 -2)

=43/ Selle poordmaatriks F"—K_ 4 3) ning maatriksi E iildistatud po6rd-

maatriks E™ esitub kujul

(3 -20)
E = L—4 3 OJ :
0 00
1.2.9 Jélg
Ruutmaatriksi A jiljeks tr(A), nimetatakse tema peadiagonaalil paiknevate elementide summat:
tr(A) =2 aii .
Omadused
1. tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).
2. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja a ja b on konstandid siis tr(aA + bB) = atr(A)+ b tr(B).
3. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja leidub B, siis tr(A) = tr(BAB™).
4. Kui A on idempotentne, siis tr(A) =r(A).
5. tr(A) =tr(A").
(311 0)
Niide. A= L71 43 9J , tr(A)=3+43+(-14)=32.
9 23 -14

1.2.10 Omavaartused ja omavektorid

Skalaari A nimetatakse nxn-maatriksi A omavéirtuseks (ladina juureks, karakteristlikuks juureks),
kui leidub selline nx1 mittenulliline vektor x, mis rahuldab vordust

Ax= Ax,
ehk teisiti tileskirjutatuna

A-AL)x=0.

Seega on A maatriksi A omaviirtus siis ja ainult siis, kui A — AI, on singulaarne, mis tihendab et
IA-AL,EO.

Seda viimast vorrandit nimetatakse karakteristlikuks vorrandiks.

Maatriksi A kdigi omavéirtuste hulka {/1,- ii=1,..., n} nimetatakse maatriksi A spektriks.

Maatriksi A omaviirtusele A vastavat mittenullilist vektorit x nimetatakse maatriksi A omavektoriks.

S.t., et mittenulliline vektor x on nxn-maatriksi A omavéirtusele A vastav omavektor siis ja ainult siis
kui ta on homogeense lineaarvorrandisiisteemi (A — AI,)z = 0 lahendiks (z suhtes).

Omadused
1. Maatriksid A ja A" on samade omaviirtustega.
2. Ruutmaatriksi A omavéértuste summa vordub tema jdljega ning korrutis determinandiga.
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3. Siimmeetrilise maatriksi astak vordub tema mittenulliliste omaviértuste arvuga.
4. Kui A on maatriksi A omaviirtus, siis A* on maatriksi A* omaviirtus.

5. Olgu B nxn-maatriks, D diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil paiknevad maatriksi B
omaviirtused ning L nxn-maatriks, mis koosneb maatriksi B omaviirtustele vastavatest
omavektoritest. Kui L on mittesingulaarne, siis on maatriks B avaldatav kujul B=LDL™".

(1 4)
Niide. A=K9 K

Maatriksile A vastav karakteristlik vorrand on

(14) (1 0) (1-12 4 )
CRVARN WY, Lo 1-4)

Kirjutades viimase determinandi lahti saame, et (1 — /1)2 —36 =0, millest maatriksi A
omaviirtused tulevad: Li=-5 ja A=7.

=0, s.t. =0.

Leitud omaviirtustele vastavate omavektorite leidmine pole enam nii lihtne. Siinkohal
voiks vaid mirkida, et kuna

(1Y (2)__(2) . (14)(2)_,(2
\9 J{=3 \=3) 1 (o 1J{3)=/3)"

siis on vektorid (_23) ning (g} omavidrtustele —5 ning 7 vastavad omavektorid

(rahuldavad vordust Ax = Ax).

1.2.11 Ruutvormid, positiivne ja negatiivhe maaratus

Olgu a nx1-vektor ja A nxn-maatriks. Avaldist a'x nimetatakse lineaarvormiks ja avaldist x'Ax
ruutvormiks vektori x suhtes.

Seejuures voime alati eeldada, et maatriks A on siimmeetriline, sest kui ta seda pole, voime asendada
A siimmeetrilise maatriksiga (A +A") / 2 ning saada esialgsega vordse ruutvormi:

x"Ax =x" (A+TAT) X.

Olgu niiiid maatriks A siimmeetriline. Oeldakse, et maatriks A on

e positiivselt miisiratud (negatiivselt méiratud), kui x'Ax>0 (x'Ax<0)iga x # 0 korral;

e positiivselt poolméiratud (negatiivselt poolmiiiratud), kui x"Ax>0 (x"Ax<0) iga x korral.
Omadused

1. Kui A on positiivselt mratud, siis on seda ka A™".

2. Maatriks A on positiivselt méddratud, kui kdik tema omavéirtused on positiivsed (4 >0).
3. BB ja BB" on positiivselt poolmiratud, B — mxn-maatriks.

1.2.12 Maatrikstuletis

Maatrikseid sisaldavate matemaatiliste avaldiste diferentseerimine jérgib sarnaseid skalaare sisaldava-
te avaldiste diferentseerimise reegleid.

Olgu ¢ =3x+5x2+9x3. Tdhistades b" =(3 5 9) ja x" =(x x2 x3), vdib kirjutada ¢ =b"x.

(3)
Bt 9c=3, de_5 ja o9 i 3C=L5J=b.

07)61 B &)Q 8)@ - 9
Uldine reegel on: ZAX — AT
g o
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Olgu niiiid ¢ = 9x7 + 6x1x2 + 4x3 = (xl xz)@ ?J (;CD =x"Ax
de _ 0 de _ s o — o9 3)(x) _
Et o 20x)+6x2 ja ™ 6x1 + 2(4x2) , siis EN 2&3 4\ ) 2AX .
Uldiselt, kui maatriks A on siimmeetriline, siis 07";:?" = 2AXx, vastasel juhul (A ei ole siimmeetriline)

L‘;;?X =Ax+A'x.
1.3 ULESANDED

(36) » (10 3 2) ... e [6 8y (6 -8 10 20)
LoA=(21) B0 -1 -1 1) Naidake et A+ADB={55)B={5 52 13)

2. Millega vordub (A")"?

(38 4) (1 -13)
3. Niidake, et LS 7 —1J+L—1 2 4J on siimmeetriline.
4 -1 2 3 46

=AB+A"B.

4. Niidake, et suvalise pxg-maatriksi H korral korrutismaatriksid HH" ja H'H on siimmeetrilised.
(111

5. Kontrollige, kas A>=A , kui A = %Ll 1 1J .
111

6. Millega vordub (A + B)*?

15 -5 |-32-6
32 =5|=-35-7
6 -2-5 |-23-+4

7. Naidake, et =-5.

8. Niidake, et 2x2-maatriksi A=(Z“ Z”) korral AA™' =1.
21 22

9. Leidke tr(L,xy,).
10.Kontrollige, kas omavéirtuste ja -vektorite peatiiki 16pus toodud ndite korral kehtib omadus

A =LDL", kus 2x2-maatriks L koosneb maatriksi A omavektoritest ja maatriks D on maatriksi A
omaviirtuste diagonaalmaatriks.




