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Kuidas leida praktikas siilndmuse toimumise téensiosust?

* Teha viga palju (teoreetiliselt Idpmatu arv) katseid/vaatlusi — nn
h statistiline tdendosus — siindmuse toimumise suhteline sagedus annab
tulemuseks ligikaudse tdendosuse.

* Tundes uuritavat objekti histi voi mdistes tdielikult, mis katse kdigus
toimub, on vdimalik tdendosust leida mottetoo tulemusena (st, et teatavate
siindmuste toimumise tdendosuse kohta saab teha ddrmiselt usutavaid
eeldusi) — nn klassikaline tdenédosus (see, mida koolis dpitakse).

* Vahel on voimalik siindmuse tdendosust arvutada, kui teame mone teise
stindmuse toimumise tdendosust.

2010



Matemaatiline statistika ja modelleerimine

Tanel Kaart

~

‘>
Statistiline tdenaosus

Suurte arvude seadus: katseseeria 1d0pmatul pikenemisel 1dheneb
& siindmuse suhteline sagedus tema tdenédosusele.

h Suhtelise sageduse kaudu leitud nn statistiline tdené@osus on teoreetilise tde-
niosuse hinnanguks (st, et ei ole konstant — muutub katseseeria pikenedes).

Niiteks veeretate 75 korda tdringut ja saate 52
korda 6 silma. Antud tiringuga 6 silma saamise
tdendosus on siis hinnatav suhtest

P(6 silma) =52/75~0,693.

~

‘>
Klassikaline tdendosus

¥
Juhuslik katse — katse, mille tulemus pole ette teada.
@ Juhuslik siindmus — juhusliku katse tulemus.

Stindmuse jaoks soodsate katsetulemuste arv

Toendosus = —
Kdigi katsetulemuste arv

Niide. Katseks on 20-tahulise tdringu veeretamine, siindmuseks A on 10-ga jaguva

silmade arvu saamine. T
P(A)=2/20=0,1. X
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, Tehted toendosustega

1. PLAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
0 2. Tinglik tdendosus P(AlB)=P(ANB)/P(B),
h millest PLANB)=P(B)XP(AIB)=P(A)XP(BI|A)
3. Kui A ja B on sdltumatud, siis
P(ANnB)=0,
P(AU B)=P(A)+P(B),
P(AIB)=P(A) ja P(BIA)=P(B)
4. Tdistdendosuse valem: P(A) = Zk:P(Hi )XP(AIH,)

i=1

P(AIH,)xP(H.)
z’;zl P(AIH )xP(H )

5. Bayesi valem: P(H,;1A)=

N o, .
A oreetilised jaotused

f“Teoreetilised jaotused leitakse analiiiitiliselt voi arvutisimulatsioonide
% abil, baseeruvana uuritava tunnuse (=juhusliku suuruse) voi selle

h viadrtuste funktsiooni (e statistiku) tekkemehhanismil e olemusel.

Naiiteks on matemaatika mdistes oma olemuselt sarnased tunnused ‘bakterite arv 1
ml piimas’, ‘emise pesakonna suurus’, ‘edukalt talvitunud mesitarude arv mesilas’

* Teoreetilised jaotused Kirjeldatakse parameetritest soltuvate
eeskirjadega, mille abil on vdimalik leida vastava jaotusega tunnuste
(statistikute) vddrtuste esinemise tdendosused.

* Teoreetilised jaotused on aluseks teaduslike jarelduste tegemisel
(statistiliste hiipoteeside kontrollimisel, sageli ka parameetrite véartuste
hindamisel ja nende hinnangute usaldusviirsuse leidmisel).

Seejuures on jireldused diged iiksnes siis, kui nad on tehtud andmetega sobivatele
teoreetilistele jaotustele tuginedes (seda eriti vdikeste, n < 100, valimite puhul)!

jne, voi siis ‘10he kasvukiirus’, ‘Ghu liikumise kiirus laudas’, ‘mulla happesus’ jne.
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iskreetne jaotus esitatakse toenidosusfunktsiooniga p(k) = P(X=k), kus k
on jaotuse vdimalik viirtus.

Cd
Pidev jaotus esitatakse tihedusfunktsiooniga f(x) = dF(x)/dx,
kus F(x) = P(X<x) on jaotusfunktsiooni viirtus kohal x,

Pa< X <b) :j:f(x)dx: F(b)-F(a).

Tihedusfunktsiooni graafik
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Jaotusfunktsiooni graafik
Sea pindala nailab tienacsust, el
jargmine X-i vaartus sattub vahemikku 4-st B-ni
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untumaid jaotusi

ernoulli jaotusega on koik binaarsed tunnused, X ~ Be(p), kus p on Ber-
noulli jaotuse parameeter (tdendosus, et uuritav suurus omandab védrtuse 1).
o Seejuures E(X) = p ja D(X) = px(1 - p).
h Binoomjaotus

Stindmuse toimumiste arv n-katselises katseseerias, kus igal tiksikul katsel on
siindmuse toimumise tdendosus p: X ~ B(n;p).

n!

Toendosusfunktsioon:  p(k)=C:p*(1-p)"™*, C'=——"—
| ki(n—k)!
E(X) =np ja D(X) =np(1 - p)

Niited. Koeral siindis 8 kutsikat. Huvi pakkuv suurus X on isaste arv nende hulgas.
Lihtsuse mdttes on eeldatud, et isase ja emase 03

kutsika siindimise tdendosus on vordne (p = 0,5).
0,2 1

pk)

p(k)|0,00410,031|0,109{0,219(0,273|0,219|0,109{0,031 {0,004
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ntumaid jaotusi

oissoni jaotus

-Poissoni jaotusega on niiteks iihe pdeva jooksul aset leidvate
stidameatakkide arv Tartu linnas, raku jagunemisel tekkivate
geenimutatsioonide arv jne. Seda, et tunnus X on Poissoni jaotusega,
tahistatakse X ~ P(4), kus 4 on keskmine siidameatakkide arv ithes pdevas voi

keskmine mutatsioonide arv raku jagunemisel.
k

Toendosusfunktsioon:  p(k)= e %, k=0,1,... EX)=DX)=41

Geomeetriline jaotus

Kui katse dnnestumise tdendosus on p, siis katse number, millal katse esimest
korda dnnestus, on geomeetrilise jaotusega juhuslik suurus.

Tdendosusfunktsioon:  p(k)= p(1-p)*™", k=1,2,... EX)=1-p)/p
D) =(1-p)/p?

rmaaljaotus

ui uuritavat tunnust mojutavad paljud erinevad tegurid, millest ithegi mdju
ei ole omaette vottes markimisviirne, siis on uuritava tunnuse jaotus
@ lihedane normaaljaotusele.

hNéide. Alleelid a, b, ¢ vihendavad ja A, B, C suurendavad fenotiitibivédartust y 1 vorra.

Genotiilibid (Aa ja aA jne on kirjas ithe variandina) y P(y)
AABBCC 6 1/64
AABBCc, AABbCC, AaBBCC 4 6/64
AABBcc, AABbCc, AaBBCc, AAbbCC, AaBbCC, aaBBCC 2 15/64
AABbcc, AaBBcc, AAbbCc, AaBbCc, aaBBCc, AabbCC, aaBbCC 0  20/64
AAbbcc, AaBbcc, AabbCc, aaBBcc, aaBbCc, aabbCC -2 15/64
Aabbcc, aaBbcc, aabbCc 03 | -4 6/64

aabbcc

-6 1/64
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o
rmaaljaotus
G(:. 1 _(X—;:)Z
Toendosusfunktsioon: f(x)= =e¢ 20°
2no

h kus ¢ on uuritava tunnuse keskvéirtus ja o2 dispersioon, X ~ N(u,0?).

The
Normal
Distribution

Probablity

Probability of Cases
n portions of the curve

Standard Deviations

From The Mean a 3o 20 1o +lo +20 +30 +4a
Cumulative % 0.1% 2.3% 15.9% 50% B84.1% 97 7% 99.9%
Z Scores 4.0 -30 -2.0 -1.0 0 +1.0 +20 +30 +40
~
ljaotus

Normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsioon on samuti
normaaljaotusega (muutuvad vaid parameetrite védirtused).
4 Sagedasemaks lineaarteisenduseks on standardiseerimine

Z=X—;"i~ NO.),

kus N(0,1) on standardne normaaljaotus, mille jaotusfunktsiooni
D(z) = P(Z < 7) vdirtused on tabuleeritud. Seejuures kehtivad seosed

P(a<X <b) F(x) =P(=F) ja P(—z)=1-D(2)

P(aSXSb):P(a_’USX_’USb_’u)
o

Jx)

(2 o

2 o5 ) (3)
a b o o

Tabel. Standardse normaaljaotuse enamkasutatavad jaotusfunktsiooni véartused

P)=a

0,005

0,025

0,05

0,5

0,95

0,975

0,995

z,(q,)

-2,58

-1,96

-1,64

0

1,64

1,96

2,58
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rmaaljaotus

Niide. Vere kogus indiviidi 50 ml vereproovis
X ~ N(50; 62), kus o iseloomustab
'@ proovivstmise tipsust.

0.20
I

015
I

Kui suur on tdendosus, et proovi maht erineb
50 ml-st enam kui 5 ml vOrra?

P(X <45UX >55)=1-P(45< X £55)="

Tihedusfunktsioon f{x)
0.10
I

0.05
I

O-=1: \ T \ T T - \ T
20 30 40 50 60 70 30
P(45< X s55)=q>(55;50J—q>(45_50]

0.00
I

1
=B (5)-D(-5)=D(5)—[1-DP(5)] = 20(5) —1=2%0,9999997 —1 =0,9999994

P(X <45U X >55)=1-0,9999994 =0,00000057 =5,76 E-07
o=5:
P(45£XSSS)=¢£55;50j—¢£45;50j=2¢>(1)—1=2*0,8413—1=0,6827

P(X <45UX >55)=1-0,6827=0,3173

rmaaljaotus

Kﬁi uuritav tunnus on normaaljaotusega, siis
&« ligikaudu 68,3 % viirtustest jddvad vahemikku u * o7
* 95,4% vahemikku u + 20 ja

* 99,7% vahemikku u + 30. e R Lt o
- J
68.26% of area
~— I o
N

99.74% of arca

Normaaljaotuse tihtsus statistikas:
* Paljud mdddetud tunnused on ligikaudu normaaljaotusega.

* Paljud matemaatilise statistika meetodid eeldavad tunnuse jaotumist
vastavalt normaaljaotuse seaduspiradele.

* Suurte valimite korral on paljud normaaljaotusega tunnuste tarvis loodud
meetoditest rakendatavad sdltumata jaotusest — néiteks liheneb mistahes
jaotusega tunnuse keskmise (ja ka summa) jaotus valimi mahu kasvades
normaaljaotusele.
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N.

@ Histogramm Tdendosuspaber [Normal prabability plot]
# H
i _IIIII|. ; Ill.-_

Nomasjeotusega tunms. n=100 Pols nomasj aots. 0= 100

Nomesjaotsega tunnus. n=20 Pole nomiassotus. n=20 Normaajaotusega tunnus. =20 Pole normaajjaotus. n=20

v 2

;

« vabadusastmete arvuga n:

ntumaid jaotusi
Oltumatute standardse normaaljaotusega juhuslike
suuruste Xi,..., X» ruutude summa on y2-jaotusega

2 X7~ xAn)
i=1

1} 4 3 1216 20 24

Kui juhuslik suurus X ~ N(0,1) ja juhuslik suurus Y ~ y2(n), kusjuures X ja

Y on sOltumatud, siis  , _ X 1), dre1s
\/W /\ df=4

st, et Z on #-jaotusega vabadusastmete arvuga n.

Kui X; ~ N(u,0?),i=1,...,n, siis
&H~tn_1
s/n (n-1),

kus X =137 Xijas=+ 55" (Xi—X)2.
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Urija number

30

25

Kolmekimne uurija hinnangud keskvaartusele,
kasutades 20 elemendilise valimi keskmist

Keshviaus e

a

T T T T T
20 22 24 26 28

keskmine

T
30

nkthinnangud

Kui huvipakkuva viirtuse hinnanguks on iiks konkreetne arv, siis

radgitakse, et tegemist on punkthinnanguga.
Mairkimaks, et tegu on hinnanguga, kirjutatakse sageli arvkarakteristikut
iseloomustava stimboli kohale katuseke, laineke vms; nditeks parameetri

6 hinnang on 8.

Populatsiooni parameeter

Hinnang valimi pdhjal

keskvédrtus [expectation]
EX, u

keskmine
X

populatsiooni dispersioon

valimi dispersioon

DX, var(X), ¢’ DX, var(X), s
populatsiooni standardhilve valimi standardhélve
o s
populatsiooni mediaan valimi mediaan
med(X) méd(X)
populatsiooni a-kvantiil valimi a-kvantiil
4 Qaf
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nnangute leidmise meetodid

Suurima toepira meetod (rmaximum likelihood method, ML-meetod)

* Suurima tdepéra meetod baseerub teoreetilisel jaotusel, mille parameetriks
(argumendiks) on hinnatav parameeter.

* Hinnanguks valitakse see parameetri védrtus, mis realiseerunud juhul (st
uuritavate andmete korral) kdige paremini sobib ehk teisisdnu on antud
valimi jaoks tdepdraseim véadrtus.

Viahimruutude meetod (least square method, LS-meetod)

* Vihimruutude meetod leiab parameetri hinnangu, minimiseerides
realiseerunud viirtuste (andmete) ja parameetri hinnangule vastavate
vidrtuste vahelise ruuterinevuse.

e Vihimruutude meetod ei eelda tihedus- vo6i tdendosusfunktsiooni
kasutamist, mistdttu on selle abil saadavad hinnangud sageli lihtsamal kujul,
vorreldes teiste hindamismeetoditega.

Momentide meetod (method of moments)

B4

D

oyt

R
hkega ja nihketa hinnangud

(Y

=
Parameetri 8 hinnangut nimetatakse nihketa hinnanguks [unbiased], kui
E@)=6: ehk hinnang on ,.keskmiselt dige*, puudub siistemaatiline viga.

@ o é ° <
e e
o Keskvaartus

0 10 20 30

Katse number

@ o
T T T T
5 6 7

4
Koalmekarmne uurija hinnangud keskvaarusels
méatmistulemuste keskmise naol

Naiteks valimi (juhusliku suuruse
realiseerunud vairtuste) keskmine
x=1>x
on nihketa hinnang populatsiooni
(juhusliku suuruse) keskviirtusele
E(X) n n
B B0} 20 = 2B S S

i=1
E(X) olmekiimne uurija hinnang maksimumile

= % n E(X) — E(X) . mddtmistulemuste maksimumi naol

Populatsiooni o g
maksimum —————————= . o

g
o o
B
&

atse number

2
° °
)

0 10 20 30

Tanel Kaart
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ektiivsed hinnangud

Parameetri 0 hinnangut § nimetatakse efektiivseks hinnanguks, kui var(6)
on vihim kdigi parameetri € nihketa hinnangute dispersioonide hulgas;
ehk, efektiivne hinnang on tépseim hinnang.

D

- B
N >
o i Keskvaartus
o ol
o
-

Katse number
0 10 20 30

8.0 95 100 105 1.0
Kolmekimne uurija hinnangud keskvaartusels
aritmeetilise keskmise naol

Katse number

@ 3
e %y N
63\0\‘\—- Keskvaartus
. o
o

0 10 20 30

> °
T T T T
90 95 100 105 110

Kolmekumne uurija hinnangud keskvaartusele kujul (max+min)/2

Et andmete alusel leitud parameetri 6 hinnang on juhuslik suurus, siis

Ly eksisteerib tal ka dispersioon var(d). Viimane on aga jillegi tundmatu
tildkogumi parameeter.

h Seega, et saada tegelikkuses aimu oma andmete alusel leitud parameetri

hinnangu tépsusest, tuleb andmetest hinnata ka hinnangu dispersioon,

millest reeglina parema mdistetavuse huvides voetakse veel ruutjuur

(et saada varieeruvuse hinnangut samal skaalal parameetri endaga).

Hinnangu standardhélbe hinnangut nimetatakse hinnangu standardveaks:

se(@) =~/ var(d).

Niiteks keskvéirtuse E(X) = u hinnangu g =x (valimi keskmise)
dispersiooni hinnang on var(£) = s2>/n  ja standardviga on

Se(ﬂ)=jz ;

kus s? on valimi dispersioon.

2010

11



Matemaatiline statistika ja modelleerimine

Tanel Kaart

Kogenud kalastajana teate, et teie poolt siiani piititud haugid on keskmiselt
| kaalunud 785 g standardhélbega 340 g. Perele 6htustogiks kala piitides
4 oleks ju huvitav teada, kui palju kaalub jirgmine konksu otsa jddv haug.

h Tipset vastust sellele kiisimusele statistika ei anna, kiill aga saab leida

vahemiku, millesse jirgmise haugi kaal satub

o | doos=-196 £
suure (nditeks 95%) tdendosusega. 3

Viirtuste vahemik, kuhu kuuluvad 95% i
uuritava tunnuse vairtustest, on i

95%-tolerantsiintervall.

Teame, et kui X ~ N(785; 340), siis (X—785)/340 ~ N(O; i).
Standardse normaaljaotuse kohta teame, et 95% vairtustest jaib
vahemikku (g 05, 49 975) = (-1,96; 1,96).

Seega X -785

P(—1,96< <1,96j=0,95

ja

P(785-1,96x340< X <785+1,96x340)=P(118,6< X <1451,4)=0,95

Vahemikhinnang (usaldusintervall, confidence interval, CI) tdhendab valimi
.5 abil teatava piirkonna méédramist leitud punkthinnangu timber nii, et see
piirkond kataks dige parameetri védrtuse etteantud kiillalt suure

tdendosusega: B
P(<0<80)=1-«,

* kus 1 — a on usaldusnivoo [confidence level] (iihe lihedane, ent alati
iihest viiksem);

* a, mida nimetatakse olulisuse nivooks [significance level], on viike
positiivne arv (tavaliselt 0,01 v6i 0,05);

* 0 on dige, ent mitteteadaolev jaotusparameetri vairtus;

* @ ja @ on parameetri / (1-a)-usalduspiirid

(nditeks kui o = 0,05, siis on tegu 95%-liste usalduspiiridega).

Tépsuse huvides ridgitakse vahel ka alumisest ja tilemisest usalduspiirist
[lowerlupper confidence limit].

2010
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} )
h v X~Nu,o’) = E~N[,u,—
n

é’: A
Usaldusintervall (confidence interval) keskmisele

o jehk

M NGO

o/~n

Studenti t-jaotus versus standardne normaalajaotus

XM, |
s/Nin " o

Kui o ei ole teada, siis

Toodud seosed kehtivad suure valimi ,
korral sdltumata uuritava tunnuse -
jaotusest! = ol

v’ o-kvantiil g, (t-jaotuse puhul 7, |,

standardse normaaljaotuse puhul z,) oos
P(X<q,) =

Sisuliselt sama, mis protsentiil;

niiteks 0,5-kvantiil on mediaan, sest P(X < med) = 0,5.

5 -4 3 2 A 0 1 2 3 4 5
—1t(2) —N(0,1)

D

B4

é:.

Usaldusintervall keskmisele
X—U —a/

P(S/\/; <ta/2,n—lJ_ A Jja

X—p
P(S/—\/E < tl—a/z,n—lle_%

U tat/2,n71 l’lfat/Z,nfl
S

s
P| x—t <ULX+t — =l
( 1-/2,n-1 \/; H 1-a/2,n-1 \/;J
(1-a)-usalduspiirid:

(w: 1) =(x o grnm ﬁ;x g ﬁj

Kui valim on suur (n > 100), siis voib kasutada ka

normaaljaotust: — — s _ K
) (1) = x—qla/zﬁ;xwm/zﬁj

sssssssssss

Tanel Kaart
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Niide. Kanauurijat Hans Hane huvitab, mitu muna munevad keskmiselt Eestis

& peetavad sassexi tdugu kanad ithe nddala jooksul. Hirra Hani luges ithe nidala
jooksul kokku kiimne kana munad: 354626565 3.

95%-line usaldusintervall = ?

x=4,5 s=143 t =2,26

a2 = 0,975

S s 1,43 1,43

SH)=| X =t g =3 X+t g —— | =] 4,5-2,26-=:4,5+2,26-=

(/_l ,U) [ 1-a/2, 1\/; 1-a/2, 1\/;] [ \/E \/EJ
=(4,5-2,26%0,45;4,5+2,26x0,45) = (3,47, 5,53)

95%-lise toendosusega voib viita, et keskmine nédalas munetud munade arv on
kuskil vahemikus 3,47-st 5,53-ni.

Suurendamaks hinnangu tépsust, tuleks uurida rohkem kanu, sest mida suurem on #,
seda kitsamaks muutub usaldusintervall.

Sada 95%-Usaldusintervall, egellx keskvadrtus on 10

& a=0,1 — 90%-usaldusintervall

B

Nl

5% 90% 5%
0=0,05 — 95%-usaldusintervall o
f f i
2.5% — 955 " 2.5% :

0=0,01 — 99%-usaldusintervall

1
13

0,5% 99% 0,5% ol

2010
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aldusintervall

£
E

§ 1% Tame I Values of rainbow trout blood chemistry values (n = 45)
B

‘5- Skewness Kurtosis 95% CI
:—, Mean £ sE Median (mean + s.E) (mean + s.0.) CV (%) (lower-upper)
S Glucose (mgdl™') 108-11 + 998 9800 021 £ 070 6191 8R-00-128-22
= Urea® (mg dI ') 400 224 £ 070 3635 3-8R-483

Creatinine* (mg dl™") 029 309 £ 070 2571 0-27-0-31

g Total bilirubin (mg dI™") 005 055 £ 070 5802 0-04-0-05
] Aspartate aminotransferase (U 17") 44700 038 £ 070 40118 405-53-516-87
'f Alanine aminotransferase* (U 171 1100 363070 60-22 10541519
& Alkaline phosphatase* (U1} 13100 384 £ 070 7210 140-40- 21804
g Creatine phosphokinase® (U17") 89400 073 £ 070 8574 939-22- 130 1-00
7 Lactate dehydrogenase® (U 17"} 262818 + 16475 239900 262 + 070 4205 2296 15-2960:21
F ‘Gamma-glutamyl transferase (U | ‘) n.a n.a. na n.a. n.a.
£ Total protein (g d ") 359 £ 013 374 046 = 070 24-64 332-385
£ Albumin (g dI™') 13 140 005 £ 070 2517 1:27-148
-i Triglycerides (mg dl™") 34751 32700 073 £ 070 4547 300-04-394-99
E Cholesterol (mg dl™") 24738 24100 010 £ 0-70 2798 226-59-268-17
E Ca (mg dI™") 12-52 1220 008 £ 0070 1081 12:11-12:93
ﬁ P imgdl™") 22466 £ 2250 067 £ 070 3526 20 26-2506
& Mg imgd ') 3B5 £ 0011 382 084 + 0-70 1540 363-407
5 Na(mEql ") 15407 + (-85 15500 114 £ 0-70 369 152:36-155-78
5 K imEq 1" 345 £ 029 325 081 = 070 52.55 2-87-403
22 Cl* (mEg 1"y 12809 + 113 13000 1184 £ 0700 590 125-82-130-36
A=
22 n.a., not assesssable. *Null hypothesis (Kolmogorov-Smimov test) was rejected.
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